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APRESENTAÇÃO 


“Fundamentos de Matemática Elementar” é uma coleção em dez volumes 
elaborada com a pretensão de dar ao estudante uma visão global da Matemática, 
ao nível da escola de 2º grau. Desenvolvendo os programas em geral adotados para 
o curso colegial, os “Fundamentos” visam aos alunos em preparativos para exames 
vestibulares, aos universitários que necessitam rever a Matemática Elementar e 
também, como é óbvio, àqueles alunos de colegial mais interessados na “rainha 
das ciências”. 

No desenvolvimento dos inúmeros capítulos dos livros de “Fundamentos” 
procuramos seguir uma ordem lógica na apresentação de conceitos e propriedades. 
Salvo algumas exceções bem conhecidas da Matemática Elementar, as proposições 
e teoremas estão sempre acompanhados das respectivas demonstrações. 

Na estruturação das séries de exercícios, buscamos sempre uma ordenação 
crescente de dificuldade. Partimos de problemas simples e tentamos chegar a questões 
que envolvem outros assuntos já vistos, obrigando o estudante а uma revisão. А 
sequência do texto sugere uma dosagem para teoria e exercícios. Os exercícios 
resolvidos, apresentados em meio aos propostos, pretendem sempre dar explicação 
sobre alguma novidade que aparece. No final do volume o aluno pode encontrar 
a resposta para cada problema proposto e assim, ter seu reforço positivo ou partir 
à procura do erro cometido. 

A última parte de cada volume é constituída por testes de vestibulares até 
1.977 selecionados e resolvidos o que pode ser usado para uma revisão da matéria 
estudada. 

Queremos consignar aqui nossos agradecimentos sinceros ao Prof. Dr. Fernando 
Furquim de Almeida cujo apoio foi imprescindível para que pudéssemos homenagear 
nesta coleção alguns dos grandes matemáticos, relatando fatos notáveis de suas 
vidas e suas obras. 

Finalmente, como há sempre uma enorme distância entre o anseio dos autores 
e o valor de sua obra, gostaríamos de receber dos colegas professores uma apre- 
ciação sobre este trabalho, notadamente os comentários críticos, os quais agra- 
decemos. 
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Pierre-Simon de Laplace 
(1749 - 1827) 


Napoleão demite ministro do interior 


Pierre-Simon de Laplace francês, de descendência humilde, estudou na 


Academia Militar por influência de amigos. 


Sem grandes convicções políticas, pouco participou de atividades revolu- 
cionárias embora tenha sido nomeado por Napoleão para o cargo de Ministro do 
Interior do qual foi despojado logo mais pois, como dizia o próprio Napoleão, 
“ele transportava o esprrito do infinitamente pequeno à direção dos negócios de 
sua pasta". Mesmo assim, acabada a Revolução Francesa, recebeu o título de 
marquês e em suas obras procurava sempre incluir elogios fervorosos ao grupo 


que estivesse no poder, procurando assim fazer as pazes com cada regime que 
aparecesse. 


Laplace foi professor na Escola Normal e na Escola Politécnica, participando 
também do Comité de Pesos e Medidas. 


Seus principais resultados foram em Teoria das Probabilidades, publicando 
uma obra admirável que é a “Teoria Analítica das Probabilidades” em 1812, onde 
mostra ter conhecimentos avançados de Análise. 


Em “Ensaio filosófico das probabilidades” escreveu que “по fundo a Teoria 
das probabilidades é apenas o senso comum expresso em números”. 


Em “Teoria Analítica” encontramos entre outros resultados, o cálculo de 
m através dos problemas das agulhas de Buffon, esquecido há muitos anos, e um 
estudo da probabilidade inversa iniciado por Вауев. 


Em “Exposição do Sistema do Mundo”, de 1796, e em “Mecânica Celeste”, 
de 1799, apresentou sua hipótese de que o sistema solar se originou de um gás 
incandescente girando em torno de um eixo que, ao esfriar, se contraiu causando 
rotação cada vez mais rápida até que da camada externa se desprenderam sucessivos 
anéis que formaram os planetas. O centro restante da massa de gás, em rotação, 
constituiu o sol. Esta publicação marcou o auge da teoria de Newton, explicando 
todas as perturbações do sistema solar, sua estabilidade e seu movimento que é 


secular, não lhe parecendo mais necessário admitir a intervenção divina em certas 
ocasiões. 


Para Laplace a natureza era a essência e a Matemática apenas uma coleção 
de instrumentos, que ele sabia manejar com muita habilidade sempre mantendo 
um sentimento de honestidade intelectual com as Ciências. 


CAPÍTULO I 


SEQUÊNCIAS 


1. NOÇÕES INICIAIS 


1. Definição 


Chama-se seqüéncia finita ou n-upla 
toda aplicação f do conjunto 


Ni =(1,2,3,...,njemiR. 


Assim, em toda sequência finita, a 
cada número natural i (1 < i < n) está 
associado um número real aj 


f = ((1, ai), (2, аз), (3, аҙ),... , (п, an). 


2. Definição 
Chama-se segúéncia infinita toda 
aplicação f де № em А. 


Em toda sequência infinita, a cada 
i € М“ está associado um a; € IR. 


f = (0,21), (2, a2), (3, 43), .... (і, а),...) 


Vamos, daqui em diante, indicar uma sequência f anotando apenas a ima- 
gem de f: 


f= (ap an EUNT E 


onde aparecem entre parênteses ordenadamente, da esquerda para a direita, as ima- 
gens dos naturais 1, 2, 3, . .., i... 


1-D 


Quando queremos indicar uma sequência f qualquer, escrevemos 
f = (ade, 


e lemos ''seqüéncia f dos termos a; onde o conjunto de índices ё |”. 


Exemplos 


19) Escrever a sequência finita f cujos termos obedecem a seguinte fórmula de 
recorrência: a, = 2 € an = ар +3, V n € (2, 3, 4, 5, 6). 


Temos: 
п= 2 + а= а +3 = 2 +3 = 5 
КЕ 22. on 
19) (1, 2, 3, 4, 6, 12) ба seqüéncia (finita) dos divisores inteiros positivos n=5 >а-жа%3-11%3 - 14 
de 12 dispostos em ordem crescente. n=6 >a=a+t3= 14 + 3 = 17 
29) (2, 4, 6, 8,..., 2i...) ёа seqúéncia (infinita) dos múltiplos inteiros então f = (2, 5, 8, 11, 14, 17). 


positivos de 2. 


39) (2,3,5,7,11,...) éa sequência (infinita) dos números primos positivos. 


Observando o 29 exemplo, notamos que estão indicadas entre parênteses as 


20) Escrever os cinco termos iniciais da sequência infinita 9 dada pela a 
fórmula de recorrência: b; = 1 e b, =3->»bpn-,YVnEN e n22. 


i Temos: 
imagens de 1,2,3,...,i,... na aplicação f: N* > IR dada рог f(i) = 2i. 
п= 2 = 0 = 3:0, = 3:1 = 3 
п= 3 = бз = 3.0 = 3:3 = 9 
il. IGUALDADE n=4 = ба = 3.03 = 3.9 = 27 
п = 5 > b; = 3.04 = 3:27 = 81 
4. 


Sabemos que duas aplicações f e g são iguais quando têm domínios iguais e 
f(x) = g(x} para todo x do domínio, Assim, duas seqüéncias infinitas f = (аке 


g = (Ы) ем» são iguais quando fli) = ай), isto é, aj = bj para todo i € №“. Em 
símbolos: 


f = g + aj = bi Yi € N* 


então g = (1, 3, 9, 27, 81,...). 


6. Expressando cada termo em função de sua posição 


É dada uma fórmula que expressa ап 


Exemplos 


em função de n. 


Ses “on 
А 19) Escrever а sequência finita f cujos termos obedecem à lei ап = 2º, 
WI. LEI DE FORMAÇÃO dv uid pu 
Temos: 


а|-21-2,а;-27-4,аҙ- 222 8ea4- 2^- 16 então f = (2, 4, 8, 16). 


Interessam à Matemática as seqüéncias em que os termos se sucedem obe- 
decendo a certa regra, isto é, aquelas que têm uma lei de formação. Esta pode ser 
ұзынынан ан 29) Escrever os cinco termos iniciais da sequência infinita g ет que os termos 

| verificam а relação bn = Зп + 1, V n € N*. 


5. Por fórmula de recorréncia Temos: 


Бі-3-1%1-4, b523-2*1-7, b; 2 3- 3t 1- 10, 


Z od , 13, 16, ...). 
São dadas duas regras: uma para identificar o primeiro termo (a,) e outra b¿=3-4+1=13 e b; = 3: 5 +1 = 16 então g 4, 7, 10 


para calcular cada termo (an) a partir do antecedente (an-1). 


3-D 
2-D 


7. Por propriedade dos termos 


É dada uma propriedade que os termos da sequência devem apresentar. 
Exemplos 
19) Escrever a seqüéncia finita f de seis termos em que cada termo é igual ao 
número de divisores inteiros do respectivo índice. 
Temos: 
D(1) =(1,-1) > а,-2 
D(2) = {1,-1,2,-2} > а, = 4 
0(3) = (1,-1,3,-3) = аз = 4 
D(4) = (1,-1,2,-2,4,-4) > aq = 6 
0(5) = (1,-1,5,-5) = а; = 4 
0(6) = {1, -1, 2, -2, 3, -3, 6, -6} = а = 8 
então f = (2, 4, 4, 6, 4, 8). 


29 


Escrever os cinco termos iniciais da sequência infinita g formada pelos 
números primos positivos colocados em ordem crescente. 


Temos g = (2,3,5,7,11,...). 


Notemos que esta sequência não pode ser dada por fórmula de recorrência 
bem como não existe fórmula para calcular o n-ézimo número primo positivo a 
partir de n. 


EXERCICIOS 


D.1 Escrever os seis termos iniciais das sequências dadas pelas seguintes fórmulas de re- 


corrência: 

а) a= 5e an= an + 2, Vn>2 
b) bj = Зебу = 2.631, Vn>2 
c) сү = 2 e cq = tea), Yn >2 
9) 9; = 4 e dn = (-1)P • dpn- Ул > 2 
е) е = -2 е ең = len. Pp”, Yn >2. 


D.2 Escrever os seis termos iniciais das seqüências dadas pelas seguintes leis: 


а) ay = 3n-2, Vn>1 b) bn= 2.3", Vn21 
с) cn = nin* 1), Vn >1 d) dp = (-2)^, Yn>1 
е) en = n3, . Yn>! 


D.3 Descrever por meio de uma fórmula de recorrência cada uma das seqüéncias abaixo: 
а) (3,6,9, 12,15, 18,...) b) (1,2, 4,8, 16, 32,...) 


c) (1,-1,1,-1,1,-1,...) d) (5,6,7,8,9,10,...) 
е) (0,1,2,3,4,5,...) 


CAPÍTULO II 


PROGRESSÃO 
ARITMÉTICA 


1. DEFINIÇÃO 


8. Chama-se progressão aritmética (P.A.) uma seqüéncia dada pela seguinte 
fórmula de recorrência: 


а = a 
ад = ana * , V(n€ №, n 22 


onde a e r sáo nümeros reais dados. 


Assim, uma Р.А, é uma seqüéncia em que cada termo, a partir do segundo, é a 
soma do anterior com uma constante r dada. 


Eis alguns exemplos de progressóes aritméticas: 


fi = (1,3,5, 7, 9,...) onde ay = 1 ег = 2 

fa = (0, -2, -4, -6, -8,...) onde а = Оег = -2 

= (4,4,4, 4, 4,...) onde a, =4er=0 

13579 1 ы: 

= (= > > — > onde а, =5er=1 
fa = (5,9999) 1 2 

10 8 1 

t= (1, pee) onde a= 4er- - = 


Il. CLASSIFICAÇÃO 


As progressões aritméticas podem ser classificadas em três categorias: 


13) crescentes são as P.A. em que cada termo é maior que o anterior. E 
imediato que isto ocorre somente se г > 0, pois: 


an > аһ > ancas > 0 = г > 0. 


Exemplos: f, е fa. 


5-р 


а 
28) constantes são as Р.А. em Que cada termo é igual ao anterior. É fácil ver 


que isto só ocorre quando r = 0, pois: 


аһ = 8g., Œ а-а = 0 = г = 0 


Exemplo: f3 


@ m ; 
32) decrescentes são as Р.А. ет que cada termo ё menor que o anterior. Isto 


ocorre somente se г < 0, pois: 


an X an-ı > а-а, < 0 e» г <0. 


Exemplos: f; e fs. 


ПІ. NOTAÇÕES ESPECIAIS 


Quando procuramos obter uma P.A. com 3 ou 4 ou 5 termos é muito prática 


a notação seguinte: 


1а) para З termos: (x, x + г, х + 2r) ou (x - rLxxtr) 


28) para 4 termos: (x, x + г, X * 2r, x * 3r) ou (x - 3y, x - y, x +y, х + Зу) 
г 


2: 
За) para 5 termos: (x, x +r, x * 2r, x * 3r, x + 4t) ou 
(х- 21, х-г, x, x tr, x + 2r). 


onde y 


EXERCICIOS 


D.4 


D.5 


D.6 


Determinar x de modo que (x, 2x * 1, 5x 4 7) seja uma Р.А, 
Solucáo 


Devemos ter аҙ - a, - аҙ - аҙ, então: 


(2x + 1) - x= 5x +7) - (2x + 1) =>x+1=3x+6 "E 


2 
Determinar а de modo que (82, (a + 12, (а + 5)2) seja uma Р.А 

Obter uma Р.А. de três termos tais que sua soma seja 24 e seu produto seja 440. 
Solução 


Empregando a notação especial (x - r, x, x + г) para a P. A., temos: 


(7) -r +x + +0) = 


a 2 


р.7 


0.8 


D.9 


D.10 


D.11 


D.12 


D.13 


De O obtemos x - 8, substituindo em (2) 

(B-r*8-(B4r) = 440 * 64-12-55 => 2-9 e» r- £3. 
Assim, a P.A. procurada é: 

(5,8, 11) para x=8 e r= 3 ou (11, 8, 5) para x = Ber = -3. 


Obter uma Р.А. crescente formada por nümeros inteiros e consecutivos de modo que a 
soma de seus cubos seja igual ao quadrado da sua soma. 


23 
Obter 3 números em Р.А. sabendo que sua soma é 18 e a soma de seus inversos é = 30' 


Uma Р.А, é formada por 3 termos com as seguintes propriedades: 


1) seu produto é igual ao quadrado de sua soma; 
11) a soma dos dois primeiros é igual ao terceiro. 


Obter a P.A. 
Obter 3nümeros em Р.А, de modo que sua soma seja 3e a soma de seus quadrados seja 11. 


Obter uma P.A. de 4 termos inteiros em que a soma dos termos é 32 e o produto é 3 465. 


Solução 

Empregando a notação especial (x - Зу,х-у,х + y, х + Зу), temos: 
(Т) ix- 3у) +(x-y) + (x+y) + (x+ 3y) = 
(2) (х- Зу) lx- y) (+ y) ix +3y) = 3.465 

De (1) vem 4x = 32,istoé, x = 8. 

Substituindo em (2) o valor de x, temos: 


(8 - 3y)-(8 - y)-18 + y)-(8 + Зу) = 3465 => (64-9у2)-(64-у2) = 3465 


, / езу; +V 386884 _ 
Vea 


entáo y = 1 ou y = -1 ou y = T E 


Como a P.A. deve ter elementos inteiros, só convém'as duas primeiras. Assim, temos: 


+ 
9y^- 640у2 + 631 = 0 Фу = sao. a 


-8ey 1 = (5,7,9, 11) 
= Веу = -1 = (11,9, 7,5) 9 


(FFCLUSP-1965) А soma de quatro termos consecutivos de uma progressão aritmética * 
é -6, o produto do primeiro deles pelo quarto é -54. Determinar esses termos. 


Obter uma Р.А. crescente de 4 termos tais que о produto dos extremos seja 45 е o dos 
meios seja 77. 


7-D 


D.14 


D.15 


D.16 


D.17 


D.20 


D.21 


| D.22 


D.23 


8-D 


Obter 4 números reais ет Р.А, sabendo que sua soma 6 22 e a soma de seus quadrados 
6 166. 


Obter uma Р.А. de 5 termos sabendo que sua soma é 25 e а soma de seus cubos é 3 025, 
Solução 
Utilizando a notação (x - 2r, x - r, x, x + r, x + 2r), temos: 
(1) tx- 20 *odx-r) t x + (х + г) + (x + 2r) = 25 
(2) (x-203 + ix- 03 + x3 + (x + 013 + x + 2r)3 = 3025 
De (1) vem: 5x = 25, іѕїо 6, х = 5. 
De (2) vem: 
(х3 - 6x2r + 12x12 - 813) + (x3-3x2r + 3xr2- r3) + x3 + {х3 + 3x2r + 3xr2 + 
+ r3) + (х3 + 6x2r + 12xr2 + 83) = 3025 
isto é: 5x3 + 30xr? = 3025. 
Lembrando que x = 5, temos: 
5.53 + 30.5.12 = 3025 -> 1501? = 2 400 >r? = 16 = г = +4. 
Portanto a Р.А. ё: (-3,1,5,9,13) ou (13,9,5,1,-3). 
Obter uma Р.А, decrescente com 5 termos cuja soma é - 10 е a soma dos quadrados é 60. 
К 7 t 563 
Obter 5 números reais ет P.A., sabendo que sua soma é 5 e a soma de seus inversos 663" 
‚Achar 5 números reais ет Р.А. sabendo que sua soma é 10 e a soma dos cubos dos dois 
primeiros é igual à soma dos cubos dos dois ültimos, 
Mostrar que se (а, b, c) é uma P.A., então (a? bc, аЬ? с, abc2) também ё. 
Solução 


Temos, por hipótese, b-a = c-b = г. Então: 
ab?c- a2bc = abc(b -a) = abcr = abc(c- b) = abc? - ab?c, 


1 T НЕ Бы! é uma P.A., então (22, х2, y2) também 6. 
ytz 2 +х 


Provar que se ( 


x+y 


Provar que se (a, b, с) é uma P.A., então (а2(Б + c), b2(a + c), c2(a + b)) também ё. 


Sabendo que (а, b, c) e (—, lI + são P.A., mostrar que 2ad = с(а + с}. 


a 
b 
Sabendo que (a, 8, y, 5) é P.A., provar que: 

6 + 38) (6 - 38) + (а + зу) la- 3y} = 2106 - 98y). 


IV. FÓRMULA DO TERMO GERAL 


9. 


Utilizando a fórmula de recorrência pela qual se define uma Р.А. e admitindo 


dados o primeiro termo (аз), a razão (г) e o índice (n) de um termo desejado, temos: 


a =a tr 

аз = a tr 

aq = ау tr 

an = ana +r 

Somando essas n- 1 igualdades, temos: 


а, +аз + ад +... +аһ = а +аз +аз +... +аһ_у + (п - 1) г 
—— Мы EE 


| cancelam-se 


е, então, an = a, + (n- 1) “г, o que sugere o seguinte 


10. Teorema 


Na P.A, em que o primeiro termo é a, e a razão ег, о n-ézimo termo é 


Demonstração pelo princípio da indução finita 


i) Paran = 1, temos:a¡ = a, + (1-1) * г (sentença verdadeira) 


11) Admitamos a validade da fórmula para n = p: ар = а; + (р-1)-г (hipótese 


de indução) e provemos que vale paran = p + 1: 
apii = ар + г = (а + (p-1)-0) +r =a + [lp + 1)- 1]: * 


Então a, = a, + (n- 1)  r, vn € №. 


EXERCÍCIOS 


D.24 Calcular о 17º termo da Р.А. cujo primeiro termo é 3 e cuja razão é 5. 


Solução 
Notando que a, = З e г = 5, apliquemos a fórmula do termo geral: 


ay = aj + 16r = 3 + 16-5 = 83. 


0.25 Obter о 120, о 279 e o 1009 termos да Р.А. (2,5,8,11,...). 


0.26 Obter a razão da Р.А. em que o primeiro termo é -8 e о vigésimo é 30. | 


Solução 


8290 = а + 19: = 30 = -8 + 19 = г - 2, 
D.27 Obter a razão да Р.А, em que 82- 9 e ają = 45. 
D.28 Obter o primeiro termo da P.A. de razáo 4 cujo 239 termo é 86. 
0.29 Qual é o termo igual a 60 na P. A. em que o 2º termo é 24 e a razão é 2? 


0.30 Obter a P. A. em que ао = 7 e ау =-8. 


Solução 
Para escrever а Р.А. é necessário determinar aj er, 


Temos: - 
40-7 Фа + 9r 7 (1) 


812 = -8 “а, +11r = -8 (2) 


Resolvendo o sistema acima, temos: 


(2-0) sa as 1--P 


(n ma £900) = T= a = 149 


e, portanto, a P.A. é (-- 


2" e) 


149 134 119 
2772 


0.31 Determinar а Р.А. em que о 69 termo é 7 ео 109615. 
D.32 QualéaP.A. em que о 19 termo é 206099 termo é 44? 
D.33 Determinar a Р.А. em que se verificam as relações: 
ау + азу = 302 е a + адв = 446. 
p.34 Na Р.А. em que ар =@ е ад = В com p £ а, calcular о termo ар+а. 


ж (IME-1965) Determine а relação que deve existir entre os números m, n, p e q, para que 
se verifique a seguinte igualdade entre os termos da mesma progressão aritmética: 


am + an = ap + ад. 


D Qual é o primeiro termo negativo da Р.А, (60, 53, 46,... )? 
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Solucáo " 
Temos: ay < 0 =» a, + (n- 1r < 0 = 60 + (n- 1) (-7) < 0 >n-1 >> 
> п > =95. 


Concluímos que ад < O paran = 10, 11, 12,..., portanto, о primeiro termo negativo 


da P.A. é ajọ. 
0.37 Provar que se (ау, аз, аҙ,..., аһ) é P.A., com n > 2, então 
2 2 2 2 2 2 2 2. 
laz- ар, аұ- 85, 84,7 84,..., ар-ар) também ё. 


0.38 Provar que se uma Р.А. apresenta am = x an = ye ap = 2, então verifica-se a relação: 
(n-p)*x + (p-m) ey + (m-n)*z = 0. 


D.39 Provar que os termos de uma Р.А. qualquer onde 0 não participa verificam a relação: 


1 1 1 1 n-1 
+ + +...+ = 
8182 “az азал 3n-18n арал 


V. INTERPOLAÇÃO ARITMÉTICA 


Em toda seqüéncia finita (a4, аҙ,..., an-ı, an), OS termos a, е an são 
chamados extremos e os demais são chamados meios. Assim, na Р.А, (0, 3, 6, 9, 
12, 15) os extremos são O e 15 enquanto os meios são 3, 6, 9 e 12. 


Interpolar, inserir ou intercalar k meios aritméticos entre os números a e b 
significa obter uma Р.А, de extremos a, = ae an = b, com n = К + 2 termos. 
Para determinar os meios dessa Р.А, é necessário calcular a razão, o que é feito assim: 


b-a 
k + 1 


an = а + (n-1).r > b=a+(k+1).r >r= 


Exemplo 


Interpolar 5 meios aritméticos entre 1 e 2. 
Vamos formar ита Р.А. com 7 termos onde a, = 1 e а; = 2. Temos: 


аз - ац 2-1 1 


Arsch p кюре асаан 
7 8 9 10 11 
рн А EO nado o 2 2ү 
então a Р.А. ё (1, 6 6' 6' 6' 6" ) 
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EXERCÍCIOS 


D.40 Intercalar 5 meios aritméticos entre -2 e 40, 


Solução 


Devemos obter a razão da P.A. com 7 termos (2 extremos e 5 meios) em que 
а = -2 е ау = 40. Temos: a; = ау + бг ->40 = -2 + бі > г = 7 


então a Р.А. é (-2, 5, 12, 19, 26, 33, 40) 
meios 
D.41 Quantos meios aritméticos devem ser interpolados entre 12 e 34 para que a razão da 
7 interpolação seja 5? 
0,42 Inserir 12 meios aritméticos entre 100 e 200. 
ж Quantos números inteiros e positivos, formados com 3 algarismos, são múltiplos de 13? 


D.44 De 100 a 1000 quantos são os múltiplos de 2 gu З? 


0.45 Quantos números inteiros е positivos, formados de dois ou três algarismos, não são 
> divisíveis por 7? 


D.46 (ITA-66) Quantos números inteiros existem, de 1000 a 10000, não divisíveis nem por 
; Бе nem рог 7? 


0.47 (MAPOFEI-75) Inscrevendo-se nove meios aritméticos entre 15 e 45, qual é o sexto 
ше termo da P.A.? 


VI. SOMA 


: Vamos deduzir uma fórmula para calcular a soma Sn dos n termos iniciais 
de uma P.A. 


11. Teorema 1 


i сы А "TA 2220. n(n + 1) 
A soma dos n primeiros números inteiros positivos é — 7, — -. 


Demonstração por indução finita 


10 + 1) 


2 (sentença verdadeira) 


i) Paran = 1, temos: 1 = 


ll) Admitamos a validade da fórmula paran = p: 
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(d X3 3435.04 p cBIB е. 


2 
e provemos paran = p + 1: 
1+2+34..+p+(p+1) = PPHU, рат) = 
__р(р+1) + 2(p*1) _ (р+1) (р+2) 
2 2 ` 
Então 1 +2+3+...+п= ET ке» 


2 
Exemplo 


A soma dos 50 termos iniciais da seqüência dos inteiros positivos é: 


_ 50(50 + 1) 


1+2+3+...+50 2 


- 25 Х 51 - 1275, 


Utilizando a fórmula do termo geral, podemos calcular a soma Sn dos n 


termos iniciais da P.A. (aj, a2,...,an,...). 


12. 


Teorema 2 


Em toda Р.А. tem-se: Sp = na, + pns “г 


Demonstração 
а = а 


а= а tr 
аз = a, + 2г 


аһ = a, + (п- 1): г 


aj + аҙ + аз +... + аһ = (а; +а +... +a) +(r+2r+...t(n- Ir) = 


п parcelas 
= па; + (1+2 +... + (n-1)>.r. 
Pelo teorema 1: 1 + 2 +... +(п- 1) = tn então: 
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Hetan EXERCÍCIOS 

n-1- 

ES + = һа, + < 

ар + аҙ + аз +. ап 1 2 D.48 Calcular a soma dos 25 termos iniciais da Р.А. (1, 7, 13,...). 
isto é: * Solução 


Sendo ар = 1 ег = 6, temos: 
325 = aj + 24*r = 1 + 24 X 6 - 145 


25(а + а) 25(1 + 145) 
S25 = = = 
2 2 


1825. 


0.49 Obter a soma dos 200 primeiros termos da seqüéncia dos números ímpares positivos. 


Calcular também a soma dos n termos iniciais da mesma sequência. 
13. Teorema 3 


Solução 


Em toda P.A. tem-se: А seqüéncia (1,3,5,... ) éuma P.A. em quea; = 1 ег = 2, então: 
азоо = ај + 199»: = 1 + 199 x 2 = 399 


200 + азоо) 200(1 + 399 
5200 = a 200" - 2 = 40 000 


an = ар + (n- 1)г = 1 + (n-1)*2 = 2n- 1 
E nlaj + ад) n(1 + 2n- 1) 
Demonstração Sn = 3 — = 2 = т, 
n(n-1) , 2na; + n(n- Tr _ Dla, + (n- 11] - D.50 Qual é a soma dos nümeros inteiros de 1 a 350? 


бл = пар %---2--.! 2 2 


0.51 Qual é a soma dos 120 primeiros números pares positivos? E a soma dos n primeiros? 
па, + a, + (п-1)г] na + an) 


= 2 2 416.52 Obter a soma dos 12 primeiros termos da P.A. (6, 14,22,...). 


D.53 Obter a soma dos n elementos iniciais da seqüéncia: 


(SEA. 2s S-mo i^ 


Exemplos n n n 
19) A soma dos 15 termos iniciais da P.A. (-2,1,4,7,...) е 0.54 Determinar a Р.А. em que о vigésimo termo é 2 е a soma dos БО termos iniciais é 650. 
Solução 
15.14 = A 
Sis = 15(-2) + 2 3 = -30 + 315 = 285. Determinar uma Р.А. é obter aj e г Temos: 


азо = 2 >a + 19: = 2 O) 


> 50022; + 49r) 


29) A soma dos múltiplos inteiros de 2 desde 4 até 100 pode ser calculada 


notando-se que (4, 6, 8,..., 100) é ита Р.А. de 49 termos em que а; = 4e 


asọ = 100: ° Resoivendo o sistema O e (2) obtemos а) =-36 e r=2, portanto, а Р.А. pro- 
curada é (-36, -34, -32,...). 


Sso = 650 = 650 —2a, +49 - 26 (2) 


Sa = 424 + 100) _ 49 X 52 = 2548. 


2 D.55 Qual é o 23º elemento da P.A. de razão 3 em que a soma dos 30 termos iniciais é 255? 


15-D 
14-D 


D.56 


D.57 


D.58 


D.60 


D.61 


D.62 


D.63 


D.64 


D.65 


D.66 
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Quantos termos devem ser somados па Р.А. (-5, -1,3,...)a partir do 19 termo, para 
que a soma seja 1 590? 


Qual é o número mínimo de termos que se deve somar na Р.А. (13, 5, 2. тоса 
partir do 19 termo, para que а soma seja negativa? 


(МАРОҒЕІ-76) Ao se efetuar a soma de 50 parcelas em P.A., 202, 206, 210,..., por 
distração não foi somada a 352 parcela. Qual foi a soma encontrada? 


Determinar uma P.A. de 60 termos em que a soma dos 59 primeiros é 12 e a soma dos 
59 últimos é 130. 


Determinar uma P.A. em que a soma dos 10 termos iniciais é 130 e a soma dos 50 
iniciais é 3 650. 


Calcular o quociente entre a soma dos termos de índice impar е a soma dos termos de 
Índice par da Р.А, finita (4, 7, 10,..., 517). 


Qual é a soma dos múltiplos positivos de 5 formados por 3 algarismos? 


Solução 
Os múltiplos positivos de 5 formados por 3 algarismos constituem a Р.А. (100, 105, 
110,..., 995), em que a, = 100, г = 5 e an = 995. O número de elementos dessa 


P.A. é n tal que: 
an = a4 + (n-1) = 995 = 100 + (n-1)5 = п = 180. 


A soma dos termos da P.A, é: 


180ізі + ago) _ 180(100 + 995) 


Sigo = 5 3 - 98 550. 


Qual é a soma dos múltiplos de 11 compreendidos entre 100 е 10 0007 


(МАРОҒЕІ-74) Qual 6 a soma dos múltiplos positivos de 7, com dois, trés ou quatro 
algarismos? 


Obter uma Р.А. em que a soma dos n primeiros termos é n? + 2n para todo n natural. 
Solução 
Como Sp = n? + 2n, Yn € Nº, temos: 


5; 
52 


12+2+1=3 223,23 
22+2+2 8 >a; жа) = 8 =» аз = 5 


к 


еарР.А. ё (3, 5, 7, 9,... ). 


(МАРОҒЕІ-74) Calcular о 19 termo е а razão de ита Р.А. cuja soma dos п primeiros 
termos é п2 + Ап рага todo п natural, 


0.67 


0.68 


0.69 


0.70 


0.71 


0.72 


(EESCUSP-66) Se numa Р.А. a soma dos т primeiros termos é igual à soma dos п 
primeiros termos, m Æ n, mostre que a soma dos m + primeiros termos é igual а zero. 


Demonstrar que em toda P.A. com número impar de termos, o termo médio é igual à 
diferença entre a soma dos termos de ordem ímpar e a soma dos termos de ordem par. 


(FAUUSP-66) Quais as progressões aritméticas nas quais a soma de dois termos 
quaisquer faz parte da progressão? 


(ЕЕ. LINS-67) Determinar uma progressão aritmética de razão 1, sabendo-se que о 
número de termos é divisível por 3, que a soma dos termos é 33 e que o termo de 


ordem 2 ё 4. 
3 


(FFCLUSP-65) A soma de quatro termos consecutivos de uma progressão aritmética é 
-6, o produto do primeiro deles pelo quarto é -54. Determinar esses termos. 


(ІТА-58) Provar que se uma Р.А. é tal que a soma dos seus n primeiros termos é igual 
a n+1 vezes a metade do enézimo termo então r - aj. 
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CAPÍTULO III 


PROGRESSÃO 
GEOMÉTRICA 


І. DEFINIÇÃO 


14. Chama-se progressão geométrica (P.G.) uma seqüéncia dada pela seguinte 
` formula de recorrência: 


а = а 
an = ар 9, уп EN, n 22 


onde а е q são números reais dados. 


Assim, uma P.G. é uma seqüéncia em que cada termo, a partir do segundo, é 
o produto do anterior por uma constante q dada. 


Eis alguns exemplos de progressões geométricas: 


fi=(1,2,4,8,16,...) onde а= 1 ед = 2 
# = (-1,-2,-4,-8,-16,...) onde а) = -1 ед = 2 
111 1 E. 

fa = 32778177) onde a, = 1eq- 3 
2 1 
fa = (-54, -18, -6, -2,-222-) onde a, = -54 e q = 3 
= (7,7,7,7,7,...) onde a, = 7 ед = 1 
fe = (5, -5, 5, -5, 5,...) onde а = 5 ед = -1 
f- = (3, 0, 0, 0, 0, ...) onde а, = Зе д = 0 


П. CLASSIFICAÇÃO 


As progressões geométricas podem ser classificadas em cinco categorias: 


18 crescentes são as P.G. em que cada termo é maior que o anterior. Note- 
mos que isto pode ocorrer de duas maneiras: 
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а) Р.С. com termos positivos 


an > апд = “б >] eq 1 
nes 


b) P.G. com termos negativos 


, 
an > apa € 0 < ап 


<1<»0<4<1 


an-ı 


Exemplos: f, e fa 


28) constantes são as P.G. em que cada termo é igual ao anterior. Observe- 
mos que isto ocorre em duas situações: 


а) P.G. com termos todos nulos 
a, = 0 e q qualquer 


b) P.G. com termos iguais e não nulos 


Exemplo: fs 


38) decrescentes são as P.G. em que cada termo é menor que o anterior. No- 
temos que isto pode ocorrer de duas maneiras: 


а) P.G. com termos positivos 


<1»р<да<1 
8n-1 


an < ana ep 0 < 
b) P.G. com termos negativos 


an X apa À > 1 q» 1 
аһ-1 


Exemplos: f; e f, 


48) alternantes são as Р.С. em que cada termo tem sinal contrário ao do 
termo anterior. Isto ocorre quando q « 0. 

Exemplo: fg 

58) estacionárias são as Р.С. em que a, 0e аҙ = ау = ад =... = 0. 
Isto ocorre quando q = 0. 


Exemplo: f; 
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NOTAÇÕES ESPECIAIS 


Para a obtenção de uma P.G. com 3 ou 4 ou 5 termos é muito prática a 


notação seguinte: 


13) para 3 termos: (x, xq, xq?) ou E х, ха) 
28) para 4 termos: (x, xq, xq?, xq?) ou (5 , E xy, xy3) 


За) para 5 termos: (x, ха, xq?, хаз, хд“) ou Газ Я с x, xq, xq?) 


EXERCÍCIOS 


D.73 


D.74 


D.75 
D.76 


D.77 


D.78 
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Qual é o número que deve ser somado a 1, 9 e 15 para que se tenha, nessa ordem, três 
números em P.G.? 
Solução 


Para que (x + 1, x +9, x + 15) seja P.G., devemos ter 


ыр EA e, entáo: 
x+1 o x+9 " Е 


(х + 9)2 = (х+1) (x+ 15) => х2%18х +81 = х2%16х%15--> 2x = -66 => 
=> х = -33. 


(MAPOFEI-74) Qual é o número x que deve ser somado aos números а - 2, а е a+ 3 
рага que a-2+x,a+x е a+3+x formem uma P.G.? 


(ҒАМ-65) Sabendo-se que x, x+9 e x + 45 estão em P.G., determinar o valor de x. 
A seqüéncia (x + 1, x + 3, х + 4,... ) éumaP.G.. Calcular o seu quarto termo. 


(EPUSP-59) Que tipo de progressão constitue a sequência: 


sen x, sen(x + T), sen(x + 27), .. . , sen(x + n7) com sen x #0? 


Classifique as sentencas abaixo em verdadeira (V) ou falsa (F): 


a) na Р.С. em quea, > 0 e q > 0, todos os termos são positivos. 

b) na P.G. em que a, < 0 e q > О, todos os termos são negativos. 

c) na P.G. em que a, > 0 e q < 0, todos os termos são negativos. 

d) na Р.С. em quea; < 0 e q < 0, todos os termos são negativos. 

e) па Р.С. de números reais em que q < 0 e a, É O, os sinais dos termos são alter- 
nados, isto é, а Р.С. é alternante. 

f) na P.G. alternante, todos os termos de Índice ímpar têm o sinal de ау e os de 
Índice par têm sinal contrário ao de aj. 


D.79 


D.80 


D.81 


D.82 


D.83 


D.84 


D.85 


D.86 


D.87 


D.88 


D.89 


D.90 


D.91 


D.92 


9) se uma Р.С. formada com números reais apresenta dois termos com sinais contrários, 
então a P.G. é alternante. 

h) existe uma P.G. de números reais em que аҙ > 0 e аз; < 0. 

i) existe umaP.G. de números reais em quea; > 0 e аҙ < 0. 

j) seq > 0,aP.G. é crescente. 

К) sea >0e q >0,aP.G. é crescente. 

1) seq > 1, aP.G. é crescente 


A ING А 2 21 
Determinar três números reais em Р.С. de modo que sua soma seja p ёа soma de seus 


.. 189 
quadrados seja 64” 


Obter а Р.С. de quatro elementos em que a soma dos dois primeiros é 12 e а soma dos 
dois últimos é 300. 


121 
Determinar cinco números inteiros ет P.G. sabendo que sua soma é EU e seu pro- 


duto é 243. 


(FAUUSP-66) Numa progressáo geométrica de seis termos a soma dos termos de 
ordem ímpar é 182 e a dos de ordem par é 546. Determinar a progressão, 


Obter quatro números a, b, c, d sabendo que: 


Па+а = 32 111) (a, b, c) éP.G. 
lb +c = 24 IV) (b, c, d) é P.A. 


(IME-66) A soma de trés nümeros que formam uma P.A. crescente é 36. Determine 
esses números, sabendo que se somarmos 6 unidades ao último, eles passam a cons- 
tituir uma P.G. 


Provar que se x, y, 2 estão ет P.G. nesta ordem, vale a relação: 


(x + y + 2) (х-у +2) = х2 + у? + 22, 
Se a, b, c, d estão em Р.С. nesta ordem, então (b - c)? = ac + bd - 2ad. 
Provar que se a, b, с formam nesta ordem uma Р.А, e uma P.G., então a = b = c. 


Provar que se os números a, b, c, d formam nesta ordem uma P.G. então vale a relação 
(b-c)2 + {c-a}? + (d-b)2 = (a-d)2. 


Os lados de um retângulo apresentam medidas em P.G. . Calcular a razão da P.G.. 
Os lados de um triângulo formam uma P.G. crescente. Determinar a razão da Р.С. . 


As medidas dos lados de um triângulo são expressas por números inteiros em P.G, e seu 
produto é 1 728. Calcular as medidas dos lados. 


(MAPOFEI-76) Calcular todos os ângulos x, em radianos, de modo que os números 
sen x 
2 


, sen x, tg x formem uma progressão geométrica. 
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ІМ. FÓRMULA DO TERMO GERAL 


15. - Utilizando a fórmula de recorrência pela qual se define uma Р.С. e admitindo 
dados o primeiro termo (a, É 0), a razão (q + 0) e o índice (n) de um termo 
desejado, temos: 


аз = atq 
аҙ = atg 
aq = 83*q 


Multiplicando essas n - 1 igualdades, temos: 


n-1 
82% аз ад... ар = а; · аз · à3* ад •... * аһ • 9 


cancelam-se | 


n 


e, então, a, = ау. 4771, o que sugere o seguinte 


16. Teorema 


Na P.G. em que o primeiro termo é a, e a razão é q, o n-ézimo termo é 


Demonstração 


Demonstra-se pelo princípio da indução finita. 


EXERCÍCIOS 

D.93 Obter о 109 e o 15º termos da P.G. (1, 2, 4,.8,... ). 
Solução 
ajo = ау + д? = 1,29 = 512 
815 - are ql? = 1.214 - 4096 

0.94 Obter o 1009 termo да Р.С. (2, 6, 18,...). 


D.95 Calcular о 219 termo da segúência (1,0,3,0,9,0,...). 
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D.96 (ITA-59) Dada uma P.G. finita (a1, аз, аз, ..., аур) de modo que a, = 2 e az - 6, 


pergunta-se se é correta a igualdade 


1 
- E 


1 
(аџо) = 3. (2)? 


D.97 (MAPOFE!-76) Uma empresa produziu, no ano de 1975, 100 000 unidades de um 
produto. 
Quantas unidades produzirá no ano de 1980, se o aumento anual de produção é de 20%? 


D.98 Obter a Р.С. cujos elementos verificam as relações: 


10 
30 


" 


az + ад + аб 
аз + as + a7 


0.99 Caicular o número de termos da Р.С. que tem razão 1, 19 termo 6 144 e último termo 3. 


D.100 Provar que se a, b, с são os elementos de ordem p, q, r, respectivamente, da mesma 
P.G., então: 


а-г. 67-р. ср-9 = 1 


0.101 Provar que se (а), аҙ, аҙ,...) é uma P.G., com termos todos diferentes de zero, então 
a a as ) também é P.G. 

D.102 Provar que se (ay, аз, аҙ, ...) é uma P.G., então (а), аз, a5, ...) е (аз, ад, ag) também 
são P.G. 


V. INTERPOLAÇÃO GEOMÉTRICA 


Interpolar k meios geométricos entre os números a e b significa obter uma 
Р.С. de extremos a = a e an = b, com n = k + 2 termos. Para determinar os 
meios dessa P.G. é necessário calcular a razão. Assim, temos: 


k+1/p 
dh = а.а >b=a-*q >q= m 


Exemplo 


interpolar 8 meios geométricos (reais) entre 5 e 2 560. 


Formemos uma Р.С. com 10 termos onde a, = 5 e ayy = 2 560. Temos: 


/ / 9/ 
ао-а-4% >а-? e => 2560 _ 512 = 2 
1 


então а P.G. é (5, 10, 20, 40, 80, 160, 320, 640, 1 280, 2 560). 
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EXERCÍCIOS 
D.103 Inserir 6 meios geométricos reais entre 640 e 5. 
D.104 Quantos meios se deve intercalar entre 78 125 е 128 para obter uma P.G, de razão 2? 


D.105 Qual é o número mínimo de meios geométricos que se deve interpolar entre 1 458 e 


2 para a razão de interpolação ficar menor que 3 


D.106 (EESCUSP-58) Sendo a e b números dados, achar outros dois x e y tais que a, x, y, b 
formem uma P.G. 


VI, PRODUTO 


Vamos deduzir uma fórmula para calcular o produto P, dos n termos iniciais 
de uma P.G. 


17. Teorema 


n(n-1) 
2 
Em toda Р.С. tem-se: Р, = а". 4 
Demonstração 
a = à 
a = arq 


an = а; qn” 
81*82*83*...* an = (artare а, •... e a) (qeg... q 1) = 


n fatores 


isto é: 
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EXERCICIOS 


D. 107 Em cada uma das P.G. abaixo calcule o produto dos n termos iniciais: 


а) (1,2,4,8,..)en= 10 
b) (22, 6, -18, -54, ...) e n = 20 
с) (3, -6, 12, -24, ...) e n = 25 
d) ((-2)9, (21, (-2)2, (-213,..)еп- 66 
e) ((-3)25, (-3)24, (-3)23, ...) еп = 51 
f) (al, -a2, a3, -a^, ...) еп = 100 
D.108 (MAPOFEI-71) 


a) Calcular a soma S = toga + 109) 2а + іад; 4а +... + logo 2fa 
b) Qual o valor de a se S = n + 1? 


0.109 Calcular o produto dos 101 termos iniciais да P.G. alternante em que as; = A. 


D. 110 Uma seqüéncia é tal que: 


1) ostermos de ordem par são ordenadamente as potências de 2 cujo expoente é igual ao 
índice do termo, isto é, азд = 22N para todo n 221. 

|!) os termos de ordem impar são ordenadamente as potências de -3 cujo expoente é 
igual ao índice do termo, isto ё, азл. = (-3)2M1 para todo n 21. 
Calcular o produto dos 55 termos iniciais dessa sequência. 


VII. SOMA DOS TERMOS DE P.G. FINITA 


18. Sendo dada uma P.G., isto é, conhecendo-se os valores de a, e q, procuremos 
uma fórmula para calcular a soma S, dos n termos iniciais da sequência. 


Temos: S, =a; + ад + aq? LEES arq”? + аа"! (7) 


Multiplicando ambos os membros por q, obtemos: 
dSn = азд + ауд? + ag? +... tag! + ag” (2) 


Comparando os segundos membros COLO) podemos observar que a par- 
cela a, só aparece ет(1), а parcela а, а" só aparece em(2)e todas as outras par- 
celas são comuns às duas igualdades, então, subtraindo, temos: 


(2-0) > dSn - Sn = ag’ - а => Sha +» (q - 1) = aq” - a; 
Supondo q Æ 1, resulta: 


n 
aid -a 


Sn = Р 


Este resultado sugere о seguinte teorema: 
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19. Теогета 


А soma dos n termos iniciais de uma P.G. é 


Demonstração 


Demonstra-se aplicando o princípio da indução finita: 


20. Corolário 


A soma dos n primeiros termos de uma P.G. é 


21. Exemplos 


19) Calcular a soma dos 10 termos iniciais da P.G. (1, 3, 9, 27, ...) 


50-44 ca 1:30-1 59049-1 
4-1 3-1 772 


- 29 524 


29) Calcular а soma das potências de 5 com expoentes inteiros consecutivos, 
desde 52 até 5%. 


Trata-se da P.G. (57, 53, 5%, ... 5%) 


Л 


Temos: 
с = апа - ар. 5%.5-52 57.85? 
4-1 5-1 Ca: 


26-D 


EXERCICIOS 


р.111 Calcular a soma das 10 parcelas iniciais da série 1 41% i * m х 


0.112 Calcular a soma dos 20 termos iniciais da série 1 + 3 + 9 + 27 +... 


D.113 (МАРОҒЕІ-76) Se a e q são números reais não nulos, calcular a soma dos n primeiros 
termos da P.G.: a, aq?, ад“, адб, .... 


0.114 (ITA-53) Partindo de um quadrado Q,, cujo lado mede a metros, consideremos os 
quadrados Q2, Оз, Q4, ..., Qn tais que os vértices de cada quadrado sejam os pontos 
médios dos lados do quadrado anterior. Calcular, então, a soma das áreas dos quadrados 
Qı, 05, Оз, ..., Qs. 


0.115 Quantos termos da P.G. (1, 3, 9, 27, ...) devem ser somados para que a soma dé 3 280. 


n 
р.116 Oeterminar n tal que у 2i = 4088. 


і-3 
D.117 A soma de seis elementos em P.G. de razão 2 é 1 197. Qual é о 19 termo da P.G.? 


D.118 Provar que em toda P.G. S2 + Sin = Sn * (San + San). 


D.119 Determinar onze números em Р.С. sabendo que a soma dos dez primeiros 6 3069 e a 
soma dos dez últimos é 6 138. 


D.120 Uma Р.С. finita tem n termos. Sendo S a soma dos termos, 5” a soma de seus inversos е 
S 


P o produto dos elementos, provar que p? = $c 


VIII. LIMITE DE UMA SEQUÉNCIA 


; Бот 1.1 1 1 
22. Consideremos a seqüéncia EL 4'g' um ..) e representemos seus 4 
termos iniciais sobre a reta real 
A 1 EUN A 
o 16 8 4 2 1 


а 


Notemos que os termos da sequência vão se aproximando de zero, isto é, 


para n bastante "grande" о enézimo termo da seqüéncia estará tào próximo de 


a 


; ; n 1 A 
zero quanto quizermos. Assim, desejando que а distância entre 2^ е 0 seja menor 


que impomos: 


1 
1000” 
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a 1 Р 
então: za < mE = 2" > 1000 =» n>9 (роіѕ 2° = 512 « 1000). 


Quer dizer que a partir do 109 termo, os termos da sequência estarão próxi- 


| А) 1 
mos de 0, com aproximação menor que E 
1000 
Em geral, sendo dada uma aproximação е > 0, é possível encontrar um nú- 
mero natural ny tal que 


1 


25-0 < € quando n > ng 


" 2 VM 1 
Dizemos, então, que o limite de ж. quando n tende а infinito, é zero e 


anotamos: 
1 
lim да = 0 
n>+00 2^ 
23. Definição 
Uma sequência (а), az, аз, ..., an, ...) tem um limite £ se, dado е > 0, é 


possível obter um número natural ny tal que la, - # | < є quando n > no. Neste 
caso, indica-se lim 


an =£ e diz-se que а seqüéncia converge para 9. 
n» oo 


24. Exemplo importante 


Fara nosso próximo assunto é importante saber que toda seqüência da forma 
(1, q, 92, q2,.., q^, ...), com. -1 < q < 1, converge para zero. 


Assim, têm limite nulo as seqüências: 


T 


юе 
ajo 
el 


(1; 0,7; 0,49; 0,343; ...; (0,7)^, 
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ІХ. SOMA DOS TERMOS DE Р.С. INFINITA 


25. 


1 
G 


4% 


Exemplo Preliminar 

11 1 
* 4' 8” ... 2^' 
Formemos a sequência (5), S5, S3, ..., Sn, ...) onde: 


2). 


NI 


Consideremos a P.G. infinita ( 


1 
Se. 
1.1 3 
СЫ 
1.1.1 7 
ii Pg E 
1.1.1 1 2^-1 1 
Aeg isa ton ean 


[] 
EN 
' 
3 
2 =a 
n 
a 
1 
o 
ІІ 


1 
і = li 1-5) 
as Sn ms 2^ п>% 2 
Quer dizer, que, quanto maior o nümero de termos somados na P.G. 


hd ..), mais nos aproximamos de 1. Dizemos, então, que a soma dos infini- 


tos termos dessa P.G. é 1. 


26. Definição 


se, formada a sequência (S1, 5, 53, ..., Sn, ...) onde: 


Dada uma P.G. infinita (а), аз, аз, ..., ап, ...), dizemos que а) + аз +... = 5 


Sı =a 
5) = ау + а; 


esta sequência converge para 5, isto é, lim о Sn = S. 
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27. ТЕОНЕМА 
Se (as, аҙ, аҙ, ..., аң, ...) ё uma P.G. com razão q tal que -1 <а < 1, então 


S=a ta +аз +... +а 


n 


Demonstracáo 


Vamos provar que o limite da seqüéncia ($1, $5, Sa, ..., Sn, ...) das somas 


parciais dos termos da P.G. é а қ 
-q 
Temos: S,- aa 2 - аца" БЕРЕ; кке лла, 
1-а 1-4 1-4 1-а 9 


81 


Lembrando que a, e q são constantes, notamos que - 1 é constante; lem- 


brando que, para -1 <q < 1, temos lim (47-0. Resulta, portanto, o seguinte: 
n>+00 


іт (Sp- =) 2-81, па > n a 
noso nT Tog) 5 Dim. cora ee E E 1 


А 


isto é: 


28. Observações 


18) Se a, = 0, a condição -1 < q < 1 é desnecessária para a convergência da 
sequência (5), 5;, S3, ...). Neste caso, é óbvio que a P.G. ё (0, O, O, ...) e'sua soma 
é zero, qualquer que seja q. 


23) Sea, £0eq<-1oug>1,a sequência (S,, S2, S3, ...) não converge. 
Neste caso, é impossível calcular a soma dos termos da P.G. 


29. Exemplos 


19) Calcular a soma dos termos da P.G a Жай 
s da G 33277 
1 
Сото q = ze -1 < Å< 1, decorre gu. d. cdi 
3 1-а 1-1 2 2" 
3 3 
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"n : 1 1 
29) Calcular a soma dos termos da P.G. (2, -1, 2477: ds 


1 1 І а; 2 2 4 
m DEL Er ес и 37% 
2 2 
Е 6 12 24 
0 = ++ + 
39) Calcular 5 З ++ ор 73E 
m 2 
Como as parcelas formam uma P.G. infinita com razão q = 5 e 
2 81 3 3 
ES : рк. жн AA 
-1 <5 <1 vem: $ oR 
5 5 


EXERCÍCIOS 


D.121 Calcular a soma dos termos das seguintes sequências: 


1 1 
22 2. | b) 3, Aee); 

a) 02, 5, эв Tao 7) 3479 
d. uu ; 24.55, ыы 
с) 5, Apr d)t 5'5' 5157 


D.122 Calcular а soma da série infinita: 


1,2 1 2 1n . in, 
14255 *5 ор + (т) +2 (5) m 


D.123 Qual é o nümero para o qual converge a série 


2a a 
= += + 
з *9 


а 

= + 

54 324 
6 


3 
=> + = += + 
0.124 Calcular 5 5 + 35 + I 


D.125 Qual é a geratriz das dízimas periódicas abaixo? 


a) 0,417417417...; b) 5,12121212...; 
c) 0,17090909...; d) 9,3858585.... 


0.126 (MAPOFE1-75) Determinar а fração geratriz do número decimal periódico М 
= 121,434343.... 


D.127 Qual o erro cometido quando, em vez de somar os 1000 elementos iniciais, calcula-se 
a soma dos infinitos elementos da P.G. abaixo? 
1-2. 2 
agga 
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0.128 (ҒЕ1-1967) Mostre que existe а Р.С. cujos trés primeiros termos são 


determine o limite da soma dos n primeiros termos, quando n > oo, 


D.129 (FAUSP-67) A soma dos termos de ordem ímpar de uma P.G. infinita é 20 e a soma 
dos termos de ordem par é 10. Obter o primeiro termo. 


D.130 A soma dos termos de ordem ímpar de uma Р.С. infinité 17 e a soma dos termos de 


17 
ordem par é з Calcular о primeiro termo da progressão. 


2 
0.131 (ENE-59) Numa P.G. ay = — 2882 2, 2(a2 + 1)? 


242471) е à4- Ba com a > 0. Pede-se: 


a) estabelecer o conjunto de valores de a para os quais a Р.С. é decrescente. 
b) calcular o limite da soma dos termos para а-а- Ae 


D.132 (EPUSP-67) Divide-se um segmento de comprimento m em trés partes iguais e retira-se 
a parte central; para cada um dos segmentos repete-se о processo, retirando-se suas 
partes centrais e assim sucessivamente. Calcular a soma dos comprimentos retirados. 


D.133 (EPUSP-65) É dado um triángulo de perímetro p. Com vértices nos pontos médios 
dos seus lados, constrói-se um 29 triángulo. Corn vértices nos pontos médios dos lados 


do 29 constrói-se um 39 triángulo e assim por diante. Qual é o limite da soma dos 
per ímetros dos triángulos construídos? 


D.134 (FAUUSP-67) É dada uma seqüéncia infinita de quadriláteros, cada um, a partir do 


Segundo, tendo por vértices os pontos médios dos lados do anterior, Obter a soma das 
áreas dos quadriláteros em funcáo da área A do primeiro. 


D.135 Num triángulo eqüilátero de lado a se inscreve uma circunferéncia de raio r. 
Nesta circunferéncia, se inscreve um triángulo eqüilátero de lado a' e neste inscreve-se 
uma circunferência de raio ғ”, Repete-se indefinidamente a operação de inscrição 


A>0>A 


Pede-se calcular: 


a) o limite da soma dos lados dos triángulos; 

Ы) o limite da soma dos raios das circunferéncias; 
c) O limite da soma das áreas dos triángulos; 

а) о 


limite da soma das áreas dos círculos. 


D.136 Num quadrado de lado a inscreve-se um círculo; neste círculo se inscreve um novo qua- 
drado e neste um novo círculo. Repetindo-se a operação indefinidamente, pede-se: 
a) a soma dos perímetros de todos os quadrados; 
b) a soma dos perímetros de todos os círculos; 


c) a soma das áreas de todos os quadrados; 
d) a soma das áreas de todos os círculos. 
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OS MAIORAIS EM ÁLGEBRA 


Solicitado а relacionar os vinte maiores algebristas de todos os Ena 
grande matemático francês André Veil, um dos componentes do grupo Bourbaki, 
alinhou os seguintes nomes: 


Fermat (1601 — 1665) 
Euler (1707 — 1783) 
Lagrange (1736 — 1813) 
Legendre (1752 — 1833) 
Gauss (1777 — 1855) 
Dirichlet (1805 — 1859) 
Kummer (1810 — 1893) 
Hermite (1822 — 1901) 
Eisenstein (1823 — 1852) 
Kronecker (1823 — 1891) 
Riemann (1823 — 1891) 
Dedekind (1831 — 1921) 
H. Weber (1842 — 1913) 
Hensel (1861 — 1941) 
Hilbert (1862 — 1943) 
Takagi (1875 — 1960) 
Hecke (1887 — 1947) 
Artin (1898 — 1962) 
Hasse (1898 — ) 
Chevalley (1909 — ) 


: ; ès 
Esta lista é, no entanto, considerada incompleta uma vez que, por uma qu 
tão de elegância, Veil não se incluiu na relação, faltando com a verdade. 


CAPÍTULO IV 


MATRIZES 


1. NOÇÃO DE MATRIZ 


Dados dois números m e n naturais e não nulos, chama-se matriz m por n 
(indica-se m X n) toda tabela М formada por números reais distribuídos em m 
linhas e n colunas. 


30. Exemplos 
3 5 -1 


1) é matriz 2 X 3 


0 2 2 
2 |2 2 | етаігзх 2 


3 [o .9 -1 7] émarriz1X4 


4) 1| é matriz ЗХ 1 


1 2 ” 
5) é matriz 2 Х 2 
3 7 : 


31. Ет uma matriz qualquer M, cada elemento é indicado por а. О índice i indica 
a linha e o índice j a coluna às quais o elemento pertence. Com a convencáo de que 
as linhas sejam numeradas de cima para baixo (de 1 até m) e as colunas, da esquerda 
para a direita (de 1 até n), uma matriz m x n é representada por: 


ап 
М = |а, 322 azn {ои M =| а, 822 Nets “aan ou 
amı ¿ma ¿mn amı m2 атп 
аһ 812 ain 
М = 821 822 82n 
amı ат2 атп 


Uma matriz M do tipo m X n também pode ser indicada por: M = (aj); 


іей,2,3,.., m} e j € {1, 2, 3, ..., n} ou simplesmente M = (aim xn 


П. MATRIZES ESPECIAIS 


Há matrizes que, por apresentarem uma utilidade maior nesta teoria, recebem 
um nome especial: 


32. a) matriz - linha é toda matriz do tipo 1 x n, isto é, é uma matriz que tem 
, uma única linha (exemplo 3 da página 35). 


b) matriz - coluna é toda matriz do tipo m X 1, isto é, é uma matriz que tem 
uma única coluna (exemplo 4 da página 35). 


с) matriz - nula é toda matriz que tem todos os elementos iguais a zero. 


Exemplos 
0 0 0 
19) é a matriz nula do tipo 2 X 3 
о 0 0 


29) é a matriz-nula do tipo 2 X 2. 
0 0 


33. 4 matriz-quadrada de ordem n é toda matriz do tipo n x n, isto é, é uma 
` matriz que tem igual número de linhas е colunas: 


аһ аз аз. 81n 
ад az 823 азп 
аз аз; азз азп 
ап àn2 àn3 апп 


Chama-se: diagona! principal de uma matriz quadrada de ordem п о conjunto 
dos elementos que têm os dois índices iguais, isto é: 


{ajli =j} = lan, 822, 433, -.., ann} 


Chama-se diagonal secundária de uma matriz quadrada de ordem n o conjunto 
dos elementos que têm soma dos índices igual a n + 1, isto é: 


{ajli +j=n+ т) = (am, 82,n-1, ӛз,п-2, «^ anı} 


Exemplos 


19) A matriz M = 


é quadrada de ordem 4. Sua 


4-5 


diagonal principal é (0, 5, -1, - 6) e sua diagonal secundária é (3, 6, 9, -3). 


34. е) matriz-diagonal é toda matriz quadrada em que os elementos que não per- 
tencem à diagonal principal são iguais a zero. 
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Ехетріов 


4 0 0 
1) рі Y 2 |0 2 
o -2 - 0 310 
о о -3 
о о 
о о 
4) &)|o 3 o 
0 0 
0 0 


35. f) matriz-unidade de ordem n lindica-se In) é toda matriz-diagonal em que os 
elementos da diagonal principal são iguais a 1. 


Exemplos 
А 1 0 1 о 0 0 
1 
15 = 0 , із =[ 0 р l4 = 0 0 0 
0 O0 1 0 0 1 0 
0 0 0 1 


ПІ. IGUALDADE 


36. Definição 


Duas matrizes A = (ал xn e B = (Dim xn são iguais quando aj = bij para 
todo i (i € (1,2, 3, ..., m)) e todo j (¡E (1, 2, 3, -.., NJ). Isto significa que para serem 
iguais duas matrizes devem ser do mesmo tipo e apresentar todos os elementos 
correspondentes (elementos com índices iguais) iguais. 


Exemplos 
1 -3 1 -3 А 

1) PLA КІ Ы bii, ац = Di, а = ba € ay = ba, 
1 -3 1 

2) E * P poisa É Бу; e aj, * by 


EXERCICIOS 
0.137 Indicar explicitamente os elementos da matriz А = (а); x3 tal que aij = i- j. 


Solucáo 
Temos por definição: 
ag=1-1=0, an = 


1- 
а =2-1=1, ар = 2 ~ 
ay = 3-1 = 2, аз = 3 – 


2=-1, аз= 1-3 = -2 
2-0, a3=2-3=-1 
2-1; аз =3-3= 0 


0 -1 -2 
Assim, a matriz é A=ļ| 1 0 -1 

2 1 0 
. D.138 Construir as seguintes matrizes: 


1, sei=) 


А = (ajjlax3 tal que aij = É a 


1, ѕеі+ј = 4 
= (Ы зхз tal que bij = ЕТК 


0.139 Determinar х е у de modo que se tenha | 2х Зу l *1 2y 


о 


3 4 3 yt 
Solução 


Temos, por definição, que satisfazer o sistema: 


2х=х+1 
Зу = 2y е, então, х = 1ey=0 
4=y+4 


D. 140 Determinar x, y, ге t de modo que se tenha 


x? 2x y x x 3 


IV. ADICAO 
37. Definição 

Dadas duas matrizes А = (aj)mxn e B = (bi)mx n, chama-se soma A + B a 
matriz С = (cij)m хп tal que cij = а; + bij, para todo i e todo |. Isto significa que a 


soma de duas matrizes А e B do tipo m x n é uma matriz C do mesmo tipo em que 
cada elemento é a soma dos elementos correspondentes em A e B. 
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38. Exemplos 

1 2 - 1 1+4 2-1 3+1 
19) + = 

4 - 0 -6 4-4 5+0 6-6 

5 1 4 

“lo 5 о 

7 8 0 1 7+0 8+1 7 9 
20) + = = 

9 9 2 3 9+2 9+3 11 12 

5 1 5+1 6 
39 |11] + |-2| = | 11-2|=]| 9 

3 3 3 15 

4 rode 4 


39. Teorema 


A adição de matrizes do tipo m x n goza das seguintes propriedades: 


(1) é associativa: (A + В) 4 C- A* (В + С) quaisquer que sejam A, BeC 


do tipo m X n. 


(2 é comutativa: A+B=B+A quaisquer que sejam A e B, do tipo m X n. 
(3) tem elemento neutro: 3 MIA + M = A qualquer que seja A do tipo m X n. 
(4) todo elemento tem simétrico: para todo A do tipo m X n: 3 A'IA + A'- M. 


Demonstração 

(1) Fazendo (A + В) + С= Хед + (B + C) = Y, temos: 
ху = (aj + bij) + cij = aij + (bi; + с) = yij 
para todo і e todo |, 


(2) Fazendo А + B- X e B + A = Y, temos: 


xij = ар + bij = bij + aij = у 


(3) Impondo A + M = A, resulta: 
aj + mj = aj => ту = 0 =» М = 0 


isto é, o elemento neutro é a matriz nula do tipo m x n. 
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(4) Impondo A + A' = М = О, resulta: 


Era Lais 
aij + aj = 0 = а); = -ajj 


vi Yj 


isto é, a simétrica da matriz A para a adição é a matriz A' de mesmo tipo que 
A, na qual cada elemento é simétrico do correspondente em A. 


40. Definição 


Dada a matriz A = (aij)m х п, chama-se oposta de A (indica-se - A) a matriz А” 


tal que A+A'=0. 


Exemplos 


19) A 


41. Definição 


aia 


-1 -2 
== -A= 
4 
3 -$ 
7 x E -8 . -7 
E». – = 
0 1! | V2 0 -1 


Dadas duas matrizes A = (ai)mxn e B = (bij)mx п, Chama-se diferença A - В 
a matriz soma de A com a oposta de B. 


Exemplo 


EXERCICIOS 


D.141 Dadas A - 


ч о 


, calcular A + BeA- В 
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1 5 7 2 4 6 0 -1 -5 
D.142 Dadas A = ‚В = eC= 
з 9 n 8 10 12 1, 4 7 
calcular A+ B+C A-B+C A- B-Ce -А +В - С. 
D.143 Calcular a soma C = (суџ)з з das matrizes А = (ai)3x3 e B = (bijlsx3 tais que 
aij = i? +j? e bij = 2ij. 
0 1 2 6 7 8 


0.144 Seja C = (cij) хз а soma das matrizes А = еВ- 
з 4 5 9 10 11 


Calcular а soma cg + C22 + cos. 
0.145 Determinar, а, À, y e б de modo que se tenha: 
а 1 2 B 3 2 
+ = 
1 2 0 -1 Y 6 
D. 146 Determinar x e y de modo que se tenha: 


УЗ Зх -y x? me 5 1 
+ + = 
y? 4х 2у х2 2 2 10 -1 


D. 147 Dadas as matrizes: 


1 2 
A= ,В- ес- 
2 3 7 6 5 -2 


determinar a matriz X tal que X+A=B-C 


Solução 1 
x y x y 1 2 0 5 eT 77 
Fazendo X = + temos: + = - 
2 t 2 1 2 3 7 6 5 -2 
x+1 у + 2 1 -2 
==> = => 
2%2 t+3 2 8 
==» (x+1=1,y+2=-2,2+2=2et+3=8) =. 
-4 
== (dx-20,y--4z-0et-5) então X = 5 


Solução 2 
Utilizando as propriedades da adição, temos: 
X+A=B-C==>X+A-A=B-C-A ——X-B-C-A 


o 5 -1 7 1 2 0 -4 
então: X= = - = 
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D.148 Resolver a equação matricial Х - А - В- С, sendo dadas: 


1 0 1 5 -1 -2 
ес- 
7 2 2 4 3 5 


> 
п 
o 
LU 


0,149 Obter X tal que 


1 5 1 
x+|4 {= +|-1 
7 2 -2 


V. PRODUTO DE NÚMERO POR MATRIZ 


42. Definição 


Dado um número Ке uma matriz А = (àij)m xn chama-se produto КА a ma- 
triz В = (bij)m xn tal que b; = k aij para todo i e todo j. Isto significa que multipli- 
car uma matriz A por um número k é construir uma matriz B formada pelos ele- 
mentos de А todos multiplicados por К. 


43. Exemplos 
1 7 2 3 21 6 
19) 3. = 
5 -1 -2 15 -3 -6 
4 0 1 2 
2) 2. 4|-|4 3 2 
10 12 -6 5 6 -3 


44. Teorema 


O produto de um nümero por uma matriz goza das seguintes propriedades: 
(1)a- (b- A) = (ab) * A 
(2) а · {А + B)-a- А +а · В 
(3) (a+b) - А = а. А +6Ы· А 
(4) Т-А = А 


onde А е Bsão matrizes quaisquer do tipo т х пеае b são números reais quaisquer. 
Deixamos a demonstração deste teorema como exercício para o leitor. 


ЕХЕНСІСІО5 


D.150 Calcular as matrizes 2А, 1 B,e 5 (A + B), sendo dadas 


1 7 r 4 о 2 
D.151Se А- B ес- . 
2 6 4 3 2 0 


determinar X em cada uma das equações abaixo: 


а) 2X+A=3B+C | | «) ЗХЖА-8-Х 


1 1 sms 
Ы Х+А- 2 (В - Сі d 7 (Х-А- В) = = (Х С) 


0.152 Resolver о sistema: 


X + Y 
Х-Ү 


Solução 


mon 
N о 
о р 
o 
3 
a 
o 
> 
" 
—— 
» о 
ы-і 
o 
© 
n 
— 
o a 
оо 
— 


Somando membro a membro as duas equações, resulta: 
X+Y+X-Y=3A+2B === 2X = ЗА + 2B => X = É (ЗА + 28) 
Subtraindo membro a membro as duas equações, resulta: 


X+Y-X+Y=3A-28 ===> 2Y = ЗА - 2B — Y = } (3A - 28) 


ЖЕГЕНГЕ 
CRE ТЕРЕ 


D.153 Determinar as matrizes X e Ү que satisfazem o sistema 
{х +Y=A 


Хх-үсв SndodadasA=[1 4 7] e B-[2 1 5] 


D.154 Obter X e Y a partir do sistema: 


1 2 

2X +3Y =A+B 
onde А = |3 еВ- |5 

3X+4Y=A-B 
9 0 


VI. PRODUTO DE MATRIZES 


45. Definição 


Dadas duas matrizes A = (ajj)mxn e B = (bik)n x p, Chama-se produto AB а 


matriz C = (cik)m xp tal que 
n 


Cik = ац * bik + ар * bak + aja * bak +... + din * Dax = % aij bjk 
ј= 1 
para todo i € (1, 2, ..., m) e todo КЄ (1, 2, ..., р} 


46. Observações 


18) A definição dada garante a existência do produto AB somente se o número 
de colunas de А for igual ao número de linhas de В, pois A é do tipom x ne Bé do 
tipo n x p. 


23) A definição dada afirma que o produto AB é uma matriz que tem o núme- 
ro de linhas de A e o número de colunas de B, pois C = AB é do tipo m X p. 


33) Ainda pela definição, um elemento Сік da matriz AB deve ser obtido pelo 
procedimento seguinte: ! 


(1) toma-se а linha і da matriz А, 


(п elementos) 


(11) toma-se a coluna k da matriz В: 


(n elementos) 
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(HI) coloca-se a linha i de А na “vertical” ao lado da coluna k de B 
(conforme esquema) 


(IV) calculam-se os n produtos dos elementos que ficaram lado a lado 
(conforme esquema) 


air Хак 
aj; X Бақ 
аз X bak 


ain X Бақ 


(М) somam-se esses n produtos, obtendo ск. 


47. Exemplos Y 
19) Dadas- 2 dien 
“с; 3 
1 2 3 
А = e В -| 8 |, calcular AB. 
4 5 6 g 


Sendo A do tipo 2 X 3 e B do tipo 3 X 1, decorre que existe AB e é do tipo 
2 X 1. Fazendo АВ = C, devemos calcular сү e ca: 


си (18 L. de A X 12 C. de В) 


ca (28 L. de A X 18 С. de В) 


1X7 
2X8 
3X9 (7 + 16 + 27) 50 
4X7 (28 + 40 + 54) | | | 122 
5X8 
6X9 
1 2 5 86 
29) Dadas A - eB- , calcular AB. 
з 4 7 8 


Sendo A do tipo 2 X 2 e B do tipo 2 X 2, decorre que existe AB e é do tipo 
2 X 2. Fazendo AB - C, temos: 


cu со (18 L. de A X 18 C. de B) (18 L. de A X 28 C. de В) 
C= = | = 
Ca Ca (22 L. de A X 1? C. de В) (28 L. de A X 28 C, de В) 
( x j ( x n) 
2X7 2X + + 
Р | ME ЖУ 
3X5 3X6 15 + 28 18 + 32 43 50 
4X7 4X8 
EXERCICIOS 


D.155 Calcular os seguintes produtos: 


о 1! 4 7 1 
a) ы|2| [з 1 1º 2] 
10 2 з 3 


1 1 
1 5 2 1 -1 1 -1 5 0 
c) 2 3 а) е. 
3 
-1 4 7 -3 9 2 3 7 1 | 
1 1 
1 -1 4 2 3 0 1 1 1 4 7 
е) |2 2 
4 -5 1 "2 2 9 0 
3 4 0 3 1 2 0 
47-D 


1 


р.156 Sendo A = E 


1 
| , calcular A2, АЗ, Ade А" (n € Мө п > 1) 


Solucáo 


x BRR 
esp rep s] 


A4 = АЗА 


t 
— 
о - 
ә Q 
LL 
—— 
o a 
а-қ 
AA 
D 
зт 7 
о a 
- a 
ns 


Observamos que em cada multiplicação por A os elementos ay. 321, € аҙ; não se alteram 
e o elemento ау; sofre acréscimo de 1. Provaríamos рог indução finita sobre n que: 


FM ББ; 
o 1: 


D.157 Calcular AB, BA, A? e 82, sabendo que 


REEL 


D.158 Calcular o produto ABC, sendo dadas: 


3 1 
1 2 420 o. og 

А = „В = ес- |1 0 
5 1 3 2 1 


1x3 1x2 5x1 
7 5 3 
218 7 10 
7Х317Х1 
5х1!5х 0 
7 5 3 3 1 : 32 4 
3x2':3x-1 
(AB)C = 1 (ua NEM кеше ы = 
8 7 10 2 -1 возови 51 -2 
7x1:7x 0 
10 x 2 0 х -1 


D. 159 Calcular os seguintes produtos: 
1 1 1 1 2 7 
a) 5 . 
1 2 1 3. 5 0 
1 0 2 3 -1 0 0 1 
b) 
0 1 5 7 1 2 1 0 


D.160 Resolver a equação matricial: 


Solução 


A equação dada equivale a: 


За - 2b a+2b 5 7 
3c-2d c+2d] |-5 9 


entáo 
mde —25a-3 e b=2 
at2b- 7 3 2 
e a resposta é 1 2 
2 = -5 
se: 2-2 —c-1 е d=4 
c+2d= 9 


D.161 Resolver as seguintes equações: 


Е | | | Е | 

a) = 

-2 2 c d -5 9 
b c 101 


а 1 1 0 
bid e f 0 1 11-11 1 
g h i 0 0 1 2 1 1 


48. Teorema 
Se A = (ajlmxn, então Al, = A e ImA = A. 


Demonstracáo 


|) Sendo In = (81) nxn еВ = Aln = (bi) mx n- Temos: 
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bij = айбар + aj03j tanôa +... + анда +... + ainônj = 
= ар *0 + а; - 0 + аз 0 +... + а. 1+... + а - 0 = ай 


para todos i е |, então A «lp = А. 


li) Analogamente 


49. Теогета 


A multiplicação de matrizes goza das propriedades seguintes: 


(1) é associativa: (АВ)С = А(ВС) 
quaisquer que sejam as matrizes А = (ajlmxn. B = (bjklnxp € С-(сұфрхг 


(2) é distributiva à direita em relação à adição: (A + В)С = AC + BC 
quaisquer que sejam as matrizes A = (ai)msn, B = (bijlmxn eC= lcik)nxp 


(3) е distributiva à esquerda: C(A * B) - CA * CB 
quaisquer que sejam as matrizes А = (ajlmxn, В = (bijlmxn e C7 (Ckilpxm 


(4) (КА)В = A(kB) = k(AB) 


quaisquer que sejam o número ke as matrizes А = (а тхо e B= (bix)nx p 


Demonstração 


(1) Fazendo D = AB = (dixImxp. E = (AB) C =(eg)mxre F = BC = 


-( Қ пхт, 

temos: 
p p n 

өй- Y dk ckg= у | У ajo bx] «cg = 
k=1 k=t N j=1 
p n n p 

E У ар bjk egjs Y а" У bk eg | = 

k=1 \ j=1 j=1 k=1 


então, (АВ)С = А(ВС) 
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(2) Fazendo D = (A + B) С = (dik)mxp. temos 


n n 
a dik = Y (aj + Ы) ek = У (aij * Ск + bij + ck) = 
i іі 


n n 
- у, aj* Gk + > bij * сік então, 


j=1 j=1 


(А + В) С = AC + BC 


(3)  Análoga a (2) 


(4) Fazendo С = КА = (Cijlm хп, D = КВ = (dins o е E = АВ = (enxe: 


temos: 


У cij * ie (k + aij) * bj =k y aij * Әк 


[ 
Е 
Ms 
2 
E 
Кез 
ж 


n 
Y аак = Y) apt (k+ by) = 
j=1 


então, (КА)В = A(kB) = k (AB) 


50. Observações 


13) É muito importante notar que a multiplicação de matrizes não é 
comutativa, isto é, para duas matrizes quaisquer A e B é falso que AB = BA 


necessariamente. 


Exemplos 


19) Há casos em que existe AB e não existe BA. Isto ocorre quando A é 


т хп, Вёпхрет #р: 


А е B => 3 AB 
TETTE (CEN 

i RET i 

B e A => JBA 
— A 

пХр mXn 
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20) Há casos em que existem AB e BA, porém são matrizes de tipos diferentes 
e, portanto, АВ = BA. Isto ocorre quando А ётх п, Вёпх mem *n: 


A e B ==» 3 AB 
p ro E 
mXn nXm тХт 

В е А => 3 BA 

A 
nXm т X п. nXn 


39) Mesmo nos casos em que AB e BA sáo do mesmo tipo (o que ocorre 
quando А e B são quadradas e de mesma ordem), temos quase sempre 
AB + BA. Assim, por exemplo: 


1 0 2 4 5 4 5 
А = e В- == AB = е 
2 3 6 0 26 10 
14 15 
BA = 
6 0 


23) Quando А е В são tais que AB = BA, dizemos que А е В comutam. 
Notemos que uma condição necessária para А е В comutarem é que sejam 
quadradas e de mesma ordem. 


Exemplos 

a b 1 0 
19) comuta com 

c d 0 1 

a b 0 0 
29) comuta com 

с d 0 0 

a b а -ь 
39) | comuta com 

c а -с а 
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32) É importante observar também que a implicação: 
AB = 0 = A=0 ou В-0 
não é válida para matrizes, isto é, é possível encontrar duas matrizes não nulas 
cujo produto é a matriz nula. 


Exemplo 
1 0 0 0 0 0 
0 0 0 1| |0 o 


EXERCICIOS 


1 
D.162 Sendo A = E | ‚ ача! das matrizes abaixo comuta com A? 


S PSI gas] 3,2 ЖЕРЛЕР [E 2 
[N pe | B | P | 


D.163 Béterminar x e y de modo que as matrizes 


1 2 0 1 
А- e B= comutem. 
1 0 х y 


1 -1 
D.164 Obter todas as matrizes B que comutam com A = | | 
3 0 


Solugáo 


Notemos inicialmente que uma condição necessária para que A e B sejam comutáveis 
é que A e В sejam quadradas е de mesma ordem. Assim, fazendo 


d [3E deb ul 


a-c-a + ЗЬ O) 
a-c b-d а + 3b -a » b-d=-a (2) 
pe 3b | | е за=с+за (3) 
ЗЬ = -с (2) 


De (1) e (4) vem c 
De (2) е (S vemd=a +b 


a b $ 
Resposta: B = com а, b € IR. 
-3b a +b 


H 
1 
w 
o 
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D.165 Calcular, em cada caso, as matrizes que comutam com А. 


2 1 0 1 1 0 0 
zu | zu! | с) A = 
1 0 1 1 1 1 0 


90 1 1 


D.166 Provar que se А e B são matrizes comutáveis, então vale a igualdade: 


D.167 Provar que se A e В são matrizes comutáveis, então valem as seguintes igualdades: 


A? + 2AB + B? 
2 .2AB + B? 


(A + B) (A - B) = A? 


Solução 


Lembrando que AB = 


- B? 


BA <> BA - AB = 0, temos: 


(А + B) (А - B) = A (A - В) + B (А - В) = A? - АВ + BA - B? = 
= A? + (ВА - AB) - B? = А2 + 0 - B? = A? - В2 


a) (A + B)? 
b} (A - В)? 


c) (A + B)? = АЗ + 3A?B + 3AB? + B? 
d) (A - B)? = A? - 3A?B + 3AB? - B? 


e) (АВ)! = АОВ" 


1 9 0 -8 
D.168 Sendo A - eB- , calcular: 
2 1 з -1 


а) (А + В)? 
b). (A * B) (A - B) 


с) А2 - 214A + h? 
d АЗ- 13 


D.169 Calcular todas as matrizes X, quadradas de ordem 2, tais que х? = 0. 
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Solução 


a 
Fazendo X = | 
c 


a? + ъс ab+bd 
ca + de cb + d? 


&?*bc«0 (1) 
ble + da) - о (2) 
cla+d)=0 (3) 
һс+4?=0 (4) 


18 possibilidade: b = 


Q) =a? =- 0 =a = 


(4)>d-0—d- 


b a b a b 0 0 
а , resulta: : d é d = 0 0 


então 


0 
M = a + d = 0 = (3) 6 satisfeita V c € IR 


22 possibilidade: b +0 


com a, b, c € IR 


D.170 Calcular todas as matrizes X, quadradas de ordem 2, tais que х? = lo. 


D.171 Calcular todas as matrizes X, quadradas de ordem 2, tais que х? =x. 


Vil. MATRIZ TRANSPOSTA 


51. Definição 
Dada uma matriz А = (ajlmxn: chama-se transposta de A a matriz 
Е (а mxm tal que aj = а, para todo i e todo j. Isto significa que, por 
Sie ан, аз, аз, ..., апі, SãO respectivamente iguais a aji, ау), аџз, ..., aini 


vale dizer que a 13 Sofia de A! é igual à 18 linha de A. Repetindo o raciocínio, 


chegarfamos à conclusão de que as colunas de A! são ordenadamente iguais às 
linhas de A. 


52. Exemplos 
a b 
19) А = Б OS 
c d b d 
b d 
с 
29)A- => Аї-| ЫЬ e 
d e f 
с f 
1 
3 
зһА-(|1 з 5 7] at- 
5 
7 
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(2) 
(3) 
(4) 


(1) 


(2) 


(3) 


(4) 
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Teorema 


А matriz transposta goza das seguintes propriedades: 


(Att 


il 


A para toda matriz А = (aij}mxn 

Se A = (ajlmxn € B = (bij)mxn, então (A + B)t = А! + Bt 
Se А = (ац) уп e k € IR, então (kA)! = k A! 

Se А-(а,) e B = (b, ) então (AB)! = B'A} 


ij mxn jk nxp’ 


Demonstração 


Fazendo (AU = (ай mq, resulta: 

aij = аң = aij para todos i, |. 

Fazendo A + B = C = (cij}mxn e (A + B) = Ct = (ej) nq, temos: 
cji = су = aj + bj = aj + bj; para todos i, j. 

Fazendo (КА)! = (aj) „хт, resulta: 

aj = Кар = kaj para todos i, j. 

Fazendo AB = С = (Cik)mxp е (AB)! = Ct = (ск) рут, resulta: 


n n n 
Ci = Cik = ai by = bi a; = bi; al 
ki ik ij Djk = Y jk dj = > kj ај 
і-1 і-1 і-1 


Aplicação 


Verificar diretamente a validade do teorema anterior com 


> 
152) 
ін 


aetbg  af-*bh i ae tbg се + д 
(4) => (АВ) = = 
ce+dg сіғаһ af+bh  cf+dh 


Je 9 a cj] pta 
f h b d 


55. Definição 

Chama-se matriz simétrica toda matriz quadrada A, de ordem n, tal que 
At = A. 
Decorre da definição que se A = (aij) é uma matriz simétrica, temos: 


aj-a; У1іУіе611,2,3,..., n] 
isto é, os elementos simetricamente dispostos em relação à diagonal principal 
s&o iguais. 
Exemplo 


Sáo simétricas as matrizes: 


a b c d 
b c 
a b b e f 8 
, d ej 
b d f h id 
c e f 
d g ! | 


56. Definição 
Chama-se matriz anti-simétrica toda matriz quadrada A, de ordem n, tal que 
А! = -А. 
Decorre da definição que se А = (а) é uma matriz anti-simétrica, temos: 
vi vje(1,2,3,..., п) 


аң = -aij 


Isto é, os elementos simétricamente dispostos em relação à diagonal principal 
são opostos. 
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Ехетріо 


São anti-simétricas as matrizes: 
0 a b 
0 a -а 0 а е 
(| -a 0 c |, 
-a 0 -b -d O f 


EXERCICIOS 


1 
c 

[] 
о 
о 


D.172 Determinar, em сада caso, a matriz X: 


1 2 5]! 1 2 o ut 
a) X = b) X + = 
а: 9 5 1 2 al 
3 weg A 101 1 4 
с) 2X = d) 3x! = - 
2 3 4 2 7 7 2 


D.173 Determinar x, y, z para que a matriz 


х 5 
A=|2 7 -4 | seja simétrica. 
y z -3 


D.174 Determinar x, y e z de modo que a matriz 


0 -4 2 
А = | х 0 1-2 seja anti-simétrica 
y 22 0 


D.175 Provar que se А е В são matrizes simétricas de ordem п, então А + В também é simétrica, 


VIH. MATRIZES INVERSIVEIS 


57. Definição 


Seja A uma matriz quadrada de ordem n. Dizemos que A é matriz inversível 
se existir uma matriz В tal que AB = BA = |,. Se А não é inversível, dizemos que 
A é uma matriz singular. 
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58. Teorema 
Se А é inversível, então é única a matriz B tal que АВ = BA = in. 
Demonstração 


Admitamos que exista uma matriz С tal que AC = CA = lh. Temos: 


С = 1,€ = (BA) С = B(AC) = Bl, = В. 


59. Definição 


Dada uma matriz inversível А, chama-se inversa de А a matriz A^! (que 
é única) tal que AA"! = АТТА = lp. 


É evidente que A”! deve ser também quadrada de ordem n, pois A^! comuta 


com A. 
7 -3 
-2 1 


Exemplos 


1 3 
19) A matriz A = | NN |: inversível e A^! 


2 7 1 31 -19 
20) A matriz A = | 0 3 1 [ё inversível e A^! = 2 -1 
5 2 -5 3 
pois 
2 7 1 31 -19 1 0 
AA”! = 3 1 o 2 sy la dd E 
5 2 0 -5 3 о 0 1 
1 31 -19 1.2 7 1 0 0 
ATA=| 0 2 -1 о 3 1|(|-|0 01-і; 
0 -5 3 0 5 2 0 0 1 


3 7 e então: 
3º) Qual é a inversa da matriz E "E а + 2с = 1, 4а + 8с = 0, Ь + 2а = Ое 4b + 8а = 1 
кыры = y Ena J 
impossível impossível 
Fazendo A^! as, ҮР 
azendo = с qu e temos: portanto, não existem a, b, с, d satisfazendo a definição. 
a b 3 7 1 0 1 1 1 
АТТА = L = = => 
c d 5 11 0 1 50) Qual é a inversa da matriz A=| 2 3 1 |? 
3a+5b  7a+11b 1 о 4 1 
=> = 
3c+bd 7с+11а 0 1 a b c 
ile. . 
Pela definição de igualdade de matrizes, temos: Fazendo A =| d e f |, resulta: 
За + 5b = 1 g h i 
+ = 
_ 11 7 
== SA с 58, Шш a b c 1 о 0 
7a + 10b = 0 
АТА = з= |а е f 2 3 dps = 
e g h i 4 9 1 бі 21 
Зс + 59 = 0 Е 5 ER E 
7e * Md - 1 222 2 a+2b+4 a+3b+9 азы жс 0 
шш» |d+2e +4f d+3 +9f d+e +f =|0 
11 7 g + 2h + 4i g +.3h + 9i g+ h+i 0 0 1 
"og: E! 
isto é, A^! = pois temos também: Devemos ter: (а + 2b + 4c = 1 
>. a+3b+9=0 —a=-3b=40c=-1 
at+tb+c=0 
4. 2% E 12. 5 io а + 2е + 4f - 0 
АА! = = = 1, а + Зе + 9f = 1 жадылы ыы Sd ac Eo 
di 5 _ 3 ч А. d+e+f=0 2 2 
2 s g*2h *4i- 0 i 
p^ 22 a b 9+3h49-0 --4-3һ-- 2,1-3 
4º) A matriz é singular (não é inversível) pois se A^! = gth+i=1 
4 8 c d 
portanto vem" 
б 1 2 а b 1 0 
десогге: = => -3 4 -1 
4 8 c d 0 1 
А!-| 1 2-3 1 
a+2c b+2d 1 0 2 2 
=> = 3-5 1 
4a+8c 4b+8d 0 1 2 2 
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60. Observação 


Do exposto observamos que, para determinar a inversa de uma matriz 
quadrada de ordem n, temos de obter n? incógnitas, resolvendo n sistemas de 
n equações a n incógnitas cada um. Isto não é nada prático. No final do capítulo 
sobre determinantes expomos um outro método para obter a inversa de uma 
matriz. 

Uma aplicação prática da inversa de uma matriz é exposta no início do 
capítulo sobre sistemas lineares. 


EXERCICIOS 


D,176 Determinar a inversa de cada matriz abaixo: 


БЕТЕ 


1 1 9 1 1 1 9 5 
А- 0 В= | 1 С = 
0 1 1 4 6 4 4 


D.178 Resolver а equação matricial: 


БЕ 


Solução 1 
3 4 -1 H 5212-26 
Fazendo =Ae = B, vemos que a equacáo dada é =B. 
2 3 = 
Temos: 


3AX,Aé62X2eXémXn=>m=2 
AX=B е В62Х1--п-1 


а 
Fazendo X = | |, vem: 
b ; 
3 4 a -1 3a + 4b -1 3a + 4b = -1 
EE => = => 
2 3 b -1 2a + 3b >А 2a + 3b = -1 
1 
e, então, a = 1 e b = -1, portanto, X = 


-1 
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Solução 2 


Notando que se А é matriz inversível, então AX = В > X = АТ! 


vn]: Hs] 


D.179 Resolver as equacóes matriciais abaixo: 


1 2 13 cosa sena сов 2a 
а) X = c) X = 
1 3 18 -sena cosa sen 2a 


B, temos: 


1 o 0 5 0 1 -1 
а) 2 1 0 X=| 7 b) X 0 1 2 |=| -3 
2 3 1 2 1 2 -6 


D.181 Expressar X em função de А, В e C, sabendo que А, B e С são matrizes quadradas 
de ordem n inversíveis e AXB - C 


Solucáo 


Vamos multiplicar ambos os membros da igualdade AXB - C por A7 
АТ! AXB = A 1c es I4XB = AC e» ХВ = Ae 

Vamos multiplicar ambos os membros da igualdade XB - Alc por g^ 
xBB'! = ale! > Xin = A te! ex = АС!СВ^! 


r 


Temos, portanto: X = A^"! cg ^! 


D.182 Sendo A e B matrizes inversíveis de ordem n, isolar X a partir de cada equação abaixo: 


a) АХ = В d) ВАХ = А 
b) АХВ = lp е) (АХ) = В 
с} (АХ)! = В f) (А+ Хх) = В 


0.183 Determinar Х tal que: 


AES ERE REM 
ДЕННИ 
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D.184 Provar que se А е В são matrizes inversíveis de ordem n, então (ABI! = 87107! 


D.185 


D.186 
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Solução 


Para provarmos que C = Bial é a matriz inversa de AB, basta mostrar que 
C (AB) = (AB) C = In. De fato: 


c (AB) = (87147!) (АВ) = ВТАА) В = g^! iB = 878 = In 
(AB) С = (АВ) (ВТА!) = A(BB A“ = АА! = ААТ! = in 


Provar que se А, В е С são matrizes inversíveis de ordem n, então (ABC)! = С^Їв^!А7!. 


Verificar diretamente que se А é uma matriz inversível de ordem 2, então (A971 = (At 


Ingleses ofendidos рог alemão 


Carl Gustav Jacob Jacobi nasceu na Alemanha. Seu pai era um próspero 
banqueiro, nunca tendo lhe faltado nada. Obteve boa instrução na Universidade 
de Berlim, concentrando-se em Filosofia e Matemática à qual acabou por dedicar-se 
inteiramente. Era professor nato e gostava de transmitir suas idéias. 

Na mesma época que Gauss e Abel, Jacobi desenvolveu a teoria sobre as 
funções elíticas. Tendo conhecimento de que Abel havia entregue a Cauchy alguns 
artigos sobre o assunto, Jacobi escreveu ao mestre francês perguntando por eles, 
na esperança de obter informações que confirmassem sua descoberta. Cauchy, 
entretanto, tinha perdido os escritos de Abel. 

Seu tratado clássico “Fundamentos da Nova Teoria das Funções Elíticas” 
apareceu em 1829, ano da morte de Abel, e mereceu elogios até de Legendre. 

Em 1834 provou que se uma função unívoca de uma variável é duplamente 
periódica, a razão entre os períodos não pode ser real e é impossível que ela tenha 
mais de dois períodos distintos. A ele também devemos o estudo das “funções 
theta de Jacobi”, funções inteiras das quais as elíticas são quocientes. 

Até essa época, a teoria dos determinantes aparecia nos trabalhos de alguns 
matemáticos como Leibniz, Cramer e Lagrange, mas com idéias esporádicas. O 
desenvolvimento contínuo dessa teoria teve lugar somente no século XIX e 
seu principal colaborador foi Jacobi, além de *Cauchy, construindo algorit- 
mos, dando regras práticas com grande preocupação pelas notações de deter- 
minantes e em 1829 usou pela primeira vez os “jacobianos”, determinantes espe- 
ciais análogos para funções de várias variá- 
veis, do quociente diferencial de uma função 
de uma variável. Através deles conseguiu 
provar o teorema dos quatro quadrados de 
Fermat-Lagrange e também com a utili- 
zação dos jacobianos conseguiu saber quan- 
do uma coleção de funções é independente. 

Os artigos de Jacobi, bem como os 
de Abel е Dirichlet apareceram freqüente- 
mente no Journal de Crelle. 

Em 1842, quando Jacobi visitou 
Paris, perguntaram-lhe quem era o maior 
matemático inglês vivo e ele, impressionado 
com tantas descobertas francesas importan- 


E ОШИ tes, respondeu: “Não há nenhum”, о que 
Carl G. J. Jacobi foi considerado muito deselegante e cruel 
(1804 — 1851) de sua parte. 


CAPÍTULO V 


DETERMINANTES 


1. INTRODUÇÃO 


. , А Т 

А teoria dos determinantes teve origem em meados do século XV i 
quando eram estudados processos para resolução de sistemas lineares de equações. 
Hoje em dia, embora não sejam um instrumento prático para resolução de sistemas, 


2 Ў де 
os determinantes são utilizados, por exemplo, para sintetizar certas expressões 


matemáticas complicadas. 


11. DEFINIÇÃO DE DETERMINANTE (п < 3) 


Consideremos о conjunto das matrizes quadradas de alimentos reais; 
Seja M uma matriz de ordem n desse conjunto. Chamamos determinante da matriz 
M (e indicamos por det M) o número que podemos obter operando com os 


elementos de M da seguinte forma: 

61. 19) Se M é de ordem n = 1, então det M é o único elemento de M. 
M = [a] = det M = a 
Exemplo - 
М = [6] = det M = 6. 


Podemos também indicar o determinante de М pelo símbolo la;,l, isto é, 
colocando uma barra vertical de cada lado de М. 


62. 29) Se M é de ordem n = 2, o produto dos elementos da diagonal prin- 
cipal menos o produto dos elementos da diagonal secundária. 


і Та, ай 
M = — detM = po = ауаз: - 35825 
_ + E 
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Ехетріов 
MN m 

- 3-2 - 4(-1) = 10 
4 2 


cosx  Senx 
= COS X + COS у - sen x * sen y = cos (x + y) 
seny cosy 


63. 39) Se М6 de ordem n = 3, isto é, 


M=] а) а аҙ; |, definimos: 


det M = ац + аз + a33 t 12 * a23 antas * аз, * а-а. аз * аз- 
7841" 42)" аз - a12 * аз; аҙҙ 


Podemos memorizar esta definição da seguinte forma: 


a) Repetimos ao lado da matriz, as duas primeiras colunas. 


b) Os termos precedidos pelo sinal Œ) são obtidos multiplicando-se os 
elementos segundo as flechas situadas na direção da diagonal principal: 


811% 822" 433; 4)“ 823“ азі; ауз * аз; * dao. 


c) Os termos precedidos pelo sinal O) são obtidos multiplicando-se os 
elementos segundo as flechas situadas na direção da diagonal secundária: 


78413* 422% азі; 7841 * 423“ a32; -а{›, 821“ азз. 
N A 
аі dy гац; [а 12 


н 
азз | 821 2 


ж 
А 
da аз азз | аз 32 


a 

a 

a 
К са с 
" к + 


Este dispositivo prático é conhecido como regra de Sarrus para о cálculo 
de determinantes de ordem 3. 


Exemplo 
1 3 4 
5 2 -3 |-4-9%80-8%12-30-49 
1 4 2 


Uma outra forma de memorizar 


a definição, é a indicada ао lado: 


Os termos precedidos pelo sinal 
(2 são obtidos multiplicando-se os 
elementos segundo as trajetórias indica- 
das. 


Os termos precedidos pelo sinal 
(2 são obtidos multiplicando-se os 
elementos segundo as trajetórias indica- 
das. 


EXERCÍCIOS 


D.187 Calcular os determinantes: 


a) -3 -1 b) 13 
1 11 
2 2 
D.188 Calcular os determinantes: 
a) senx -совх b)senx - 
sen y cos y cos x 
D.189 Calcular os determinantes: 
al loga logb b) 2m? 
E 1 т 
2 4 
D.190 Determinar x tal que: 
а) | 2х  3x+2 o P| 2x 
1 x Е 4х 


7 о|3 1 
5 5...2 
cos x c)j|2*senx 
sen x 1-2*cosx 
2m*-m 
m? - 1 

x-2 

= 11 

+5 Зх -1 


3» cosx 


3+ sen x +2 
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D.191 Calcular os determinantes pela regra de Sarrus: 


11 1 3 2 -3 1 7 
а) 0 1 0 b) -1 0 -2 c) 2 1 -3 
101 2 5 1 5 4 2 


9 7 11 [t] a c 2 -1 0 
a) -2 1 13 b) -c 0 b c) m n 
5 3 6 a b 0 3 5 4 


1 x x 1 x 1 1 x 2 
а) 2 2х 1 |=0 b) 1 -1 х |-0 с) -2 x -4 |-0 
3 x+1 1 1 -х 1 1 -3 -х 


D.194 Determinar x tal que 


х-1 2 х 
3x 2x 
0 1 -1 |= 
4 -х 
3x x +1 2x 


WE MENOR COMPLEMENTAR E COMPLEMENTO ALGÉBRICO 
E Arte e re rr te е 


64. Definição 


Consideremos uma matriz M de ordem n > 2; seja а um elemento de М. 
Definimos menor complementar do elemento aj, e indicamos por Бу, como 
sendo o determinante da matriz que se obtém, suprimindo a linha i e coluna idem. 


65. Exemplos 


4 3 
19) Seja M=| 2 1 5 e calculemos D,;, Dz, Оз. 
3 3 2 
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1 5 
entáo Du =] |- -13 


então D;, = | 


o 11 
então Озу = = 
31 1 5 


Ai pao ТЫ) pastor | 
0)» 
a 
| 4 
N 0 а, 

LAA AH MAS зш 


[5 
Temos: O então Dj; = 171 = 7 
a 
Ж 151 = 5 
então Da, = = 
3-8) 
1 
66. Definição 


Consideremos uma matriz de ordem n > 2; seja aj um elemento de M. 
Definimos complemento algébrico do elemento aij (ou cofator de a;;), e indicamos 
рог Aj, como sendo о número (-1)' + Dj. 


Exemplo 
2 = 

Seja M=| 1 4 8 | ecalculemos Aji, Aya, Аз. 
7 


k 


Ss з —-2 
Temos: 1 4 8 lentão Ay = (- 1)!*! |- -28 
| 
7 5 3 
2-(3)- 42 
1 4 8 lentáo Aj, = (- 1)? - 53 
| 
7 5 3 
2-3 
4 
1.4 8 l|então A, = (-1)!? E - -23 


7 5 3 


IV DEFINIÇÃO DE DETERMINANTE POR RECORRÊNCIA 
(Caso Geral) 
pa Meran 


Já vimos em (10) a definição de determinante para matrizes de ordem 
1, 2 е 3, Vamos agora, com o auxílio de conceito dó cofator (complemento 
algébrico) dar a definição de determinante, válida para matrizes de ordem 
n qualquer. 


Seja M uma matriz de ordem n. Definimos determinante da matriz M, 
e indicamos por det М, da seguinte forma: 


19) Se M é de ordem 1, então M = [ay] e det M = ay 


29) Se M é de ordem п > 2, então 


an ай an 
M =| ад а; .. an |е definimos det M = = 
ani am am 


n 
тан AjntancAntane Аз +... tan Аһ = у aj * Àj 
і-1 


isto é, о determinante de uma matriz de ordem n > 2 é а soma dos pro- 
dutos dos elementos da 12 coluna, pelos respectivos cofatores. 
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Exemplos 


19) 
=a: Antec: Ag =а: (-1?.ldl +c» (-1?- Ibl=ad-be 


que coincide com a definição particular dada em H. 


e f |=а. А +а- А ge Аз= 


=a. (-1). +d. (1)? +g-(-1)% 


і е 
= a(ei - hf) - d(bi - ch) + g(bf - ce) = aei + dhc + gbf - gce - dbi - аһ 


que coincide com a definição dada em (1) (ver regra de Sarrus). 


39) 1 2 -2 
2 0 
= 3. Au +0. A4 +0. Аз +0. Ац = 
4 1 -2 мене; аа е Аа ES 
1 3 3 0 0 0 
0 4 
=3:An=3:(-1)2.] 4 1 -2 |= 3. 62= 186. 
1 3 3 
49) 2 1 1 
n 2 314A4 423 Au +3: Ag £44 А 
= 71% . +3. +4. = 
0 0 11 21 31 41 
3 2 - 
1 4 1 1 2. 1 1 
-|0 o -2.|0 0 2 |+3. 11 4 3 
3 2 -5 2 -5 3 -5 
2 1 
-4.|1 4 3 | =20- 2-2) + 3- (-48) - 4. (14) = -176. 
0 
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68. Observação 


Notemos que (exemplo 4º), quando a 12 coluna não possui zeros, o cálculo 
do determinante torna-se trabalhoso. Isto pode ser atenuado, de certo modo, 
com o teorema que veremos a seguir. 


EXERCICIOS 
D.195 Seja 
2 4 3 
M=| 5 2 1 
-3 7 -1 


Calcular D21, D25, D23. 


D.196 Encontrar o cofator de 3 na matriz. 


2 4 1 0 
6 -2 5 7 


M = 
-1 7 2 4 
LO 3 -1 -10 
р.197 Seja 
[i a o o 
т 0 2 -2 1 
= , calcular 0з, D24, Оз, D 
3 4 1 13 24 32 43 
L 6 
D.198 Seja 
1 0 2 0 
" 1 -3 4 0 
ES , calcular Оу, D22, D33, D 
5 2 21 2 11 22 33 44 
-2 2 0 3 


1 0 -1 3 2 4 2 4 
2 3 4 2 о 1 1 0 
a) М = о) M = 
0 2 5 1 1 2 3 
4 1 0 [^] 3 0 1 0 
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V. TEOREMA FUNDAMENTAL (DE LAPLACE) M 


O determinante de uma matriz M, de ordem n > 2, é a soma dos produtos dos 
elementos de uma fila qualquer (linha ou coluna) pelos respectivos cofatores. 


Isto é, 


a) Se escolhermos a coluna j da matriz M 


então — det M = ajjAij + аҙ), Аҙ) +... tan Anj 


b) Se escolhermos a linha i da matriz M 


então det M = aj - Aj, + а, • А; +... + din * Ain 
Portanto, para calcularmos um determinante, náo precisamos necessariamente 
dos elementos da 12 coluna e seus cofatores; qualquer outra coluna (ou linha) com 


seus cofatores permitem seu cálculo. 


Para calcularmos o determinante, 


1-4 1 1 
2 1 4 3 
3 0 0 2 
4 3 2 5 
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е só teremos que calcular dois cofatores, em vez de quatro se usássemos a defi- 


nicáo. 


EXER 


D.200 Calcular os determinantes das matrizes abaixo utilizando 


D.202 (MAPOFE!-76) Calcular o valor do determinante 
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Se escolhermos a 38 linha para seu cálculo, teremos: 


detM=3+ A4 +0. Ag +0. Аз +2. Ag =3- Agi * 2 Аз 
——.—— —— 


Concluímos então que, quanto mais zeros houver em uma fila, mais fácil 
será o cálculo do determinante se usarmos esta fila. Em particular, se a matriz 
tiver uma fila de zeros, seu determinante será zero. 


Demonstração 


0 


0 


Ver apéndice no final do capítulo. 


CICIOS 


al M= 


оо о A 


d М = 


оо о о 
оо о >» 


0а 1 

t b -1 
D = 

2 c 0 

о d 1 


ONO pp 


o 


b M= 


а N о э o 


0а 
0 1 

а 
1 b 
e) М = 


о о с 


o teorema de Laplace 


1 3 2 
БҮРІ '@ 

2. з Q0 

0 2 1 
000 0 
000 0 
з о о 0 
рх 0 0 
d y 0 
с d e z 


о ам o 


о determinante abaixo, pelos elementos da 22 coluna. 


ooo o 


2 3 4 2 
1 0 o 0 
4 0 2 1 
- 5 1 4 
то 1 


VI. PROPRIEDADES DOS DETERMINANTES 


A definição de determinante e o teorema de Laplace permitem-nos o cálcu- 
lo de qualquer determinante, contudo, é possível simplificar o cálculo com o empre- 
go de certas propriedades. Vejamos quais são elas. 


(P,) Matriz transposta 


Ж өз. 


Se М é a matriz de ordem n е М" sua transposta, então det Mt = det М. 


Demonstração 
Vamos usar о princípio da indução finita. 
18 Parte 


Para n = 1, a propriedade é imediata. 


28 Parte 


Suponhamos a propriedade válida para matrizes de ordem (n - 1) e provemos 
que ela também será válida para determinantes de ordem n.Temos: 


ап аз аз ат ba bp Ыз 2. Бі 
da аз аз aan ba bo ba ban 
t 
М = | аз аз аҙ аз M = | Ыз ba ba . Dan 
ап àn2 8n3 аяп bni bnz баз Bnn 


onde bj = aj Yi € (1,2, une Vje {1, 2, ..., n). 


detM = а. An + а + Ад + аз; · Аз +... + an >» Am (pela 12 coluna) 


det M? = bj; - Ati + bi; + Aja + bis * Аз +... + bin * Aín (pela 1? linha) 


Mas, por definição de matriz transposta, temos: 


аџ = Dri, аз = biz, аз = bis, ..., ап = Bin 
e pela hipotese da indução, temos: 
Aj = Ain, Аз = А», Аз = Аз, ..., Ап m 


Logo det M = det M. 
Portanto, a propriedade é válida para matrizes de ordem n, Yn 21. 
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Ехетріов 


1 4 1 2 

ш = 3 
2 5 4 5 
1 0 1 3 4 
3 1 3|1-|0 1 5]|-9 
4 5 2 2 3 2 


А importância dessa propriedade reside no fato de que toda proprieda- 
de válida para as linhas de uma matriz também é válida para as colunas e vice- 
versa, 


Ж 70. (P) Fila nula 


Se os elementos de uma fila qualquer (linha ou coluna) de uma matriz M 
de ordem n forem todos nulos, entáo det M - O. 


Demonstracáo 


Suponhamos que a j'ésima coluna de M tenha todos os elementos nulos, 


А 


isto é 
ац ш EP = аз = = алі - 0 
Desenvolvendo о determinante рог esta fila, temos: 


detM=0-+ Aj+0- Ay +... +0- Ag -0 


Exemplos 
1 4 1 5 x 0 
0 0|-0 3 7 у 0 " 
a b c 4 -2 z 0l. 
2 3 t 0 


x 71. (Р;) Multiplicação de uma fila por uma constante 
аар 


Se multiplicarmos uma fila qualquer de uma matriz М de ordem п por um 
número K, o determinante da nova matriz М” obtida será o produto de K pelo 
determinante de M, isto é det M' = К. det M. 
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Demonstração 
Seja 
ац 812 а 
ап а. аш 
аз 822 an 
аа 822 аһ 
М = е M = - 
а)! а; . аш ік “ад Kap к. ain] 
ani ағ: ânn аһ ал? алп 


Notemos que os cofatores dos elementos da i -ésima linha de M são os mes- 
mos que os da i -ésima linha de М”, 


Desenvolvendo det M e det M pela i-ésima linha temos: 

det M = ai · Аң tap * Ар +... tan An (1) 

аем = К. ап, Aj tK. аз. Apt tK. ain * Ain (11) 
de (1) e (11) concluímos que det М“ = K + det M. 


A demonstracáo seria análoga se tomássemos uma coluna de M. 


Exemplos 
o 
19) 7 14 49 12 7 
3 5 2 =7:|3 5 2 
0 2 7 0 2 7 
29) 7 2 1 7 
28 8|=5 2 |28 8 [= 
7 16 3] 7| 16 


1 1 1 
1 1 
-5.7.|2 4 2-5-7.-2]||l2 4 4 
3 16 
3 т 8 
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1 1 1 1 1 1 
-5.-7.2.2 1 2 21|-140.|1 2 
3 1 8 3 1 
39) 
1.2 3 1 2 
К.|4 5 6|=]4 5 6 |-|4 
8 5 7 8 Б 7 8 


49) бе А é matriz de ordem n, então 
det (x - A) = а" · det A. 


Ж 772. (P4) Troca de filas paralelas 


“ 


Seja М uma matriz de ordem п > 2. Se trocarmos de posição duas filas 
paralelas (duas linhas ou duas colunas) obteremos uma nova matriz M' tal que 
det М” = -det M. 


Demonstração 
Vamos usar о princípio da indução finita. 
1? Parte 


Provemos que a propriedade vale para n = 2 

y ап а 
Seja М = , det M = ayy + аз - an * ад 

аі da 

Trocando de posição as linhas, obtemos: 

қ азр 82 ; 
М' = ==  detM'z aj * а) - ар • аз = -det M. 

am аз 

Trocando de posicáo as colunas, obtemos: 


а: ап 
w| =  detM' = ар * az - аи * аз = -де М. 
аз 8321 


28 Parte 


Admitamos que a propriedade seja válida para matrizes de ordem {n - 1) 
e provemos que ela também será válida para matrizes de ordem n. 
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Tomemos a linha i, admitindo que ela não seja nenhuma das duas que tenham 
sido trocadas de lugar. Desenvolvendo det M-e det М” por esta linha, temos: 


n n 
detM = > aj * Aj е detM' = У; aj * A'i 
j=+ j=1 
Como cada cofator Aj é obtido de Aj¡ trocando de posicáo duas linhas e, 


por hipótese de indução, Оў = -Di, Vj € (1, 2, ..., п}, segue que, Ai = -Aij 
Vj € (1, 2, .., n} e, portanto, det М” = -det М. 


A demonstração seria análoga se trocássemos de posição duas colunas. 


Exemplos 
1913 4 7 2 
= -22, = 22 
2 3 4 
2211 4 1 -1 4 1 
1 2| = 37, 2 1 3|=37, 
3 2 з 0 


Ез. (Ps) Filas paralelas iguais 
PX лаһы a a нады AAA 


Se uma matriz М de ordem п > 2 tem duas filas paralelas (duas linhas ou 
duas colunas) formadas por elementos respectivamente iguais, então det M = 0. 


Demonstração 


Suponhamos que as linhas de índices i e k sejam formadas por elementos 
respectivamente iguais, isto é, aij = ар, Vj € (1, 2, .., п). 


De acordo com a propriedade P4, se trocarmos de posição estas duas linhas, 
obteremos uma nova matriz М” tal que det M’ = -det M (1). 


Por outro lado, M = М” (pois as filas paralelas trocadas são iguais). Logo 
det М’ = detM (II). 
De (1) e (П) concluímos que 


det M = -det М => 2 det M = 0 => det M = 0. 


Analogamente se demonstra para o caso de duas colunas iguais. 
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Exemplos Pela Р;, det М” = 0. 


Desenvolvendo det М” pela s'ésima linha, 


312 [3l 
. 4 det M' = aj, - Ag + а * Ag +... + ањ • Asn = 0. 
1 8 1 - 0. 
7 2 7 


E 
ч 
D 
R 


Observemos que os cofatores dos elementos da s'ésima linha de М, são os 
a b c mesmos que os da s'ésima linha de М”. 


A demonstração é análoga se tomarmos ет M duas colunas, 


74. (P6) Teorema de Cauchy Exemplo 
A soma dos produtos dos elementos de uma fila qualquer de uma matriz M, 3 4 2 
ordenadamente, pelos cofatores dos elementos de uma fila paralela, é igual a zero. 
M=|1 3 5 
Demonstração 
; 5 6 7 
Seja 
ап аз .. ап telinha |3 4 2 32 linha 
аа аз .. am aj а; ajz >> elementos Аз Aza Азз > cofatores 
ад а; 2. ал 3 2 3 4 
M = Ay = = 14, Ay = - = -13 е Az = =5 
io 5 3 
às аз 7 а ап, Аз + ар · Аз + аз c Аз = 8 14 +4. (13 +2. 5-0 
аһ An ânn 
Substituindo em M a s'ésima linha pela r'ésima, obteremos a matriz k 75. (Р;) Filas paralelas proporcionais 
ап à = à ; . я 
$ п Se uma matriz М de ordem п > 2 tem duas filas paralelas (duas linhas 
ал аз . ам ou duas colunas) formadas por elementos respectivamente proporcionais então 
Sed SE Бен DR RR det M = 0. 
a a . a 
M' = rá 5 D Demonstração 
2407 РУМ Уу; Suponhamos que as linhas de índices i е р de M sejam formadas por ele- 
8n а: .. ат > linha s mentos proporcionais, isto é 
VE ELE ci. ар К-га уйе 11,2 .. nl. 
йм 84,42 ânn 


Então 
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linha i 


N 


det M = 


linha p 


K-apı К-ар; K- apn 
арі арг арп 
аһ 8n2 апп 


ап 812 ain 
321 822 azn 
is 4% Бі ERE N 
12 .. 
A ex А оса т 


А demonstração seria análoga se tivéssemos duas colunas proporcionais. 


Exemplo 
1 2x x 
2y y =0 
3 2z 2 
EXERCÍCIOS 


(22 e 32 colunas proporcionais). 


D.203 Calcular os determinantes, utilizando as propriedades anteriores: 


a) |ах 


2a a? 

1 

2 
7 6 11 
14 9 22 
21 15 55 
49 30 121 


b) 


21 


xy? x 

Y y 

y) x 

5 0 4 7 
13 0 19 17 
27 0 25 35 
51 0 42 47 
73 0 54 49 


D.204 Provar que os determinantes abaixo são múltiplos de 12, sem desenvolvê-los. 
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1 42-44 2 

5 24 13 4 
03 = 

7 36 17 10 

14 


1 


8 
5 
7 


3 
12 
9 
-3 


11 1 7 5 
8 D3=|3 11 15 
13 5 13 25 
15 


D.205 Sem desenvolver, dizer porque o valor dos determinantes abaixo é zero. 


a) 4 3 5 9 Ы | a 
12 11 15 27 b 
20 12 25 БІ с 
28 23 35 64 а 


ab а a2b с) |х xy x 
bc b c y yz xyz 
cd c b 2 x2 x2 
ad d d 


D.206 Sem desenvolver nenhum dos determinantes, provar que D' = 8 • D, sabendo que: 


D = 
z 22 23 24 
102 3 4 
be 
D.207 Sem desenvolver provar que: ac 
ab 
Solução 


Multiplicamos а 12 linha por а, а 22 porbea 32 por e 


be a a? abc a? 
ac b b?| =L [ae & 
ab c c abe 
abc c? 
zy 
D.208 Sem desenvolver provar que: xz 
xy 


76. (Ps) Adição de determinantes 


Вх -2х2 2x3 -2х4 
4y y yy 
Dis 
42 -:2 23 -24 
а -e 3 -t4 
a a? 1 al аз 
b 02| - |1 b? рз 
c c 1 c c 
a3 1 a аз 1 a? аз 
з | abc 2 gl. 2 p3 
b abc b 52|-11 b b 
c3 1 c сз 1 ce єз 
x 1 1 x? x 
y 11-11 y y 
z 1 1 2 г 


Seja M uma matriz de ordem n, onde os elementos da j'ésima coluna são 


tais que: 


ay = bij % С 
а = ba; + Ca 


аз = ba; + сз) isto é M 


ап = bj + со 


entáo, teremos: 


811 812 T (bij + с) .. ал 

а аз (baj + еј) ап 

аз аз (ba + caj) азп 

апі am (baj + Cnj) ânn 
coluna j 
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det M = det M' + det M” 


onde M' é a matriz que se obtém de M, substituindo-se os elementos aj da 
j'ésima coluna, pelos elementos bi; (1 & i & n) e M" é a matriz que se obtém 
de M, substituindo-se os elementos аң da j'ésima coluna pelos elementos © 
(1<і<п). 


Isto é: 


an ap tor; % cy) гїп 
ау аз 2. Фу] + сд) аһ 
am am (ba + Cap. ann 
oa 2 
Demonstração 


Notemos que os cofatores dos elementos da j'ésima coluna de M são os 
mesmos que os da j'ésima coluna de M' e М”, 


Desenvolvendo o determinante de M, pela j'ésima coluna, temos: 


det М 
det M 


н 


(bij + co) Aj; + (by + c3) Аз +... + (Ба + са) Anj 

(БА + 6А +... + Ац) + (САџ + СА) +... + СА) 
det M' det M" 

det M - det M' * det М”, 


77. Observação 


A propriedade é válida também se tivermos uma /inha cujos elementos se 
decompóem em soma. 


Exemplos mue er v Шаа" 


Dix m х т 
y ni*|y d n 
2 р 2 р 
2 3 4 2 3 4 2 3 4 2 
x+y atb m+p] = |x a mi + [y b p 
0 3 4 0 3 4 0 3 4 
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78. Combinação linear de filas paralelas 


SejaM - [а;;] uma matriz de ordem п е sejam р quaisquer de suas co- 
lunas (ou linhas) de índices 5), sj, S3, ..., Sp. Multipliquemos, respectivamente, 
estas p colunas pelos números с), C5, сз, -- Cp € construamos as somas: 


R 
1 
о 
w 
e 
pa 
о 
o 
Ф 
[3 
ы 
+ 
+ 
о 
я 
в 
A 
9 


-а 
р nsp 


Diremos que o conjunto (01, аз, ..., ор) é uma combinação linear das p 
colunas. 


Se substituirmos a coluna de índice q, diferente das p colunas considera- 
das, pelos números: 
аа + Qi, аза + а, аҙ 


+ аҙ, ..., ар + Оң 


q q 


diremos que se adicionou à coluna de índice q uma combinação linear das outras 
colunas. 


Exemplo 


Vamos construir uma combinação linear da 22 е 32 colinas da matriz: 


1 7 1 
М-|2 8 5 Ы 
3 1 6 
3-7%44.1-25 
15 Р 3.8 +4. 5 = 44 
usando os multiplicadores 3 е 4 respectivamente: 3.144.6-27 
1 T = 
28 27 combinação 
coluna coluna linear 


Vamos somar esta combinação linear à 18 coluna; obteremos a matriz: 


26 7 1 
M =| 46 8 5 
30 1 6 


De forma análoga, definimos combinação linear de p linhas e adição dessa 
combinação linear a uma outra linha diferente das consideradas. 
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xe: Demonstracáo 
79. (Ps) Teorema da combinação linear T 


Seja 
Se uma matriz quadrada M - [аң], de ordem n, tem uma tinha (ou coluna) 5 К E 
E PM P т 11 12 a a 
que é combinação linear de outras linhas (ou colunas), então det M = 0. 1р lj in 
аі а ар аз аз 
Demonstração M = | аз а» азр аз; азл 
Suponhamos que a q? coluna seja combinação linear de р outras colunas, — иу jesse I dem e hh 
de índices 51, 52, S3, ..., Sp. | ам а; .. | ам e) nj o ânn 
Desenvolvendo o determinante de M pela q? coluna, temos: 
al Ш Pg 7 
detM = у ag * Ai = у (сі * dis, + с • djs, +... + ср · disp] + Ag = Adicionemos à j'ésima coluna à p'ésima multiplicada pela constante K. 
msi "een Obtemos a matriz: 
n n n P ап a a (ay + К. ај) a 
ре : | 6 12 1 1j 1 1 
= Сі у dis, © Ад + C у ais, * Ag + + Cp 23 disp Aig = P ' É " 
іші i= En ал 87 азр (aj + К. azp) aan 
M’ = | аз аз; азр (aj + К + аз) аз, 
m Ri i RE E i ML Rm 
am ап апр lanj + K * апр) ann 
Exemplos 
Ж P : a 
São nulos os determinantes De acordo com Ps, temos: 
19|2 3 5 ап an 2. ар oe ар .. аһ 
4 -1 3 pois 32 coluna = 1 X 12 coluna + 1 X 22 coluna. ад аз 22 ар .. а) .. аһ 
5 4 9 detM' = | аҙ) ау .. Әр ... а) 2. ау | + 
о 
29) 2 3 4 | ап ап2 аһр ан апп 
pois 32 linha = 2 Х 12 linha + 3 X 22 linha, 
ап 8p азр Ка ап 
азу аш азр Kap 82n 
%|аҙ) а, . ар . Қар .. din | =det М 
80. (Ру) Teorema de Jacobi 
Adicionando-se a uma fila de uma matriz M, de ordem n, uma outra fila Әлі 8m апр Каль ânn 
J 


paralela, previamente multiplicada por uma constante, obteremos uma nova ma- 0 


triz М”, tal que det М” = det M. МЫ 
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Ехетріов 


19) [11] 3 5 1 0 5 
4| 2 7|-|4 -0 7 
4| 1 -6 4 nº 6 


Adicionamos à 22 coluna, a 12 multiplicada por (-3). 


2) |m] 2 3 4 1 0 0 0 
gl. 257 3 -8 4 -5 
2| 14 6| |2 3 2 -2 
JE m 5 1 1 0 1 


Adicionamos à 22 coluna, a 12 multiplicada por (-2). 
Adicionamos à 32 coluna, a 18 multiplicada por (-3). 
Adicionamos à 42 coluna, a 18 multiplicada por (-4). 


81. Observação 


A importância desta propriedade, reside no fato de que podemos “intro- 
duzir zeros" numa fila de uma matriz, sem alterar seu determinante; com isto, 
podemos facilitar bastante seu cálculo através do teorema de Laplace. 


EXERCICIOS 
D.209 (IE-ITAJUBÁ-65) Completar o que falta 


а+Ь+с 1 2 $ 
a-b*c 3 A4|- d * + 
a-b-c 5 6 , 


D.210 (IME-65) Calcular o valor de 


1 2 3 4 5 


1 2 4 
6 7 8 9 10 
ото 0 
11 12 13 14 15 |+ 
1 3 0 1 
16 17 18 19 20 
1 4 2 1 


21 22 23 24 25 
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D.211 Demonstrar a identidade : 


a b c a 5%2с c 
x y 2|-|х y+2z z 
m n p m n+2p p 


D.212 (FAM-64-MACK-68) Quais as condições necessárias e suficientes para que um deter- 
minante se anule? 


D.213 (FEI-64) Verificar a identidade seguinte, aplicando as propriedades dos determinantes: 


cos2a  cos?a  sen2a 
cos2b соѕ2Ь ѕеп20 | - O 


cos2c  cos?c  sen?c 


D.214 Demonstrar sem desenvolver o determinante que: 


a-b m-n x-y 
b-c n-p y-z|=0 


с-а р-т z-x 


D.215 (EESCUSP) Enunciar as propriedades que permitem escrever sucessivamente: 


12 3 1 3 4 dio 522, 412 
4 5 6|-|4 9 10|-6:.14 3 5|-6.1|12 3 5|=0 
8 9 7 15 16 Lo A 20 5 8 


1 1 9 
D-|1 8 7 

1.5 3 
Solução 


Observemos que se os elementos de uma matriz são números inteiros, então o deter- 
minante da matriz também é número inteiro, portanto, provar que D é divisível por 
17 é provar que: D = 17 + D' 


onde D' 6 o determinante de uma matriz de elementos inteiros. Temos, por exemplo 
100 10 9 100 10 119 


p- L. 1... во 7|- — 100 80 187 |- 


10 10 1 000 
100 50 3 100 50 153 
1 1 119 1 4 7 
= |1 8 187|=17+«|1 8 11 
1 5 153 1 5 9 
A 
DEZ 
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0.217 Provar que o determinante é mútiplo de 13, sem desenvolvé-lo: 82. (P) Matriz triangular 


тз о 
1 10 7 Chamamos matriz triangular aquela cujos elementos situados “de um mes- 
1 5 6 mo lado" da diagonal principal são iguais a zero, isto é М = (aj) é triangular se 
D.218 Demonstrar que o determinante D é divisível por x + 3a sem desenvolvé-lo. Dado: aj = 0 parai<j 
x a a a ou 
a x a a aj=0  parai>j 
ge a a xa O determinante de uma matriz triangular é o produto dos elementos da 
a a a x diagonal principal. 


D.219 Provar que 


Demonstração 
atx b+x c+x É 


Consideremos a matriz triangular onde a; = 0 para i < | (o caso aj = 0 
para i > j é análogo). 


азу b+y с+у | = (6 - с)\(с - alla - b)(x - y) 
a? b2 c2 
D.220 Demonstrar a identidade 
a-b-c 2a 2a an аз 0 0 
2b b-c-a 2b =(a+b+c) M = 
2с 2с c-a-b 


D.221 Mostrar que (a + b + c) é fator de: dni n2 An3 s gn 
(b + с)? b? c2 
a? la + с)? c? 


а? b? (а + b)? 


Aplicando sucessivamente o teorema de Laplace, através da 18 linha, é ime- 
diato que: 


n 
D.222 Sem desenvolver, demonstrar que: det M = аџ • а; *.. * ann = J] (an) 


cos 0 соза cos 2а і-і 
cosa соѕ 2а соѕ За | = 0 


cos 2а соѕ За соѕ 4а Ехетріоѕ 


0.223 Mostrar que o determinante da matriz 
cos (х +a) sen(x +а) 1 19|3 0 
cos (x + b) sen(x * b) 1 2.5 0|-3.5.1-15 


cos {х +c) sen(x + с) 1 4 3 


— 


é independente de x. 
29) 
D.224 Provar que: 
a? (а + 2)2 (а + 4)2 
(а + 2)2 (а + 4)2 (а + 6)2 | – -29 


(а + 4)2 (а + 6)2 (а + 8)2 


о о оо 
о о a 

ON A о 
о N ч о 
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83. 


(P,,) Teorema de Binet 


Se A e B sáo matrizes quadradas de ordem n, entáo 


det (А + В) = (det A) - (det B). 


2 3 
B = temos, 
0 5 


2 13 
А.В = m det (AB) = 58 - 78 = -20 


Exemplos 


1 2 
Sejam as matrizes А - 
3 4 


detA=4-6=-2 


detB - 10 - 0 = 10 => (det А). {det B) = -20 = det (AB) 


Conseqüência 


1 

D Ys. 
ecorre do teorema que det (А ) SECA 

De fato, se 3 A^!, então: 

A+ А1 = 1 => det(A* Al = det |, => det (A) det (A!) = 1 == 

1 


det (A As 
==> det (A) 4 0 e det A aA 


VII. ABAJXAMENTO DE ORDEM DE UM DETERMINANTE — 


REGRA DE CHIÓ 
pla ia Le 


Como conseqüéncia do teorema de Jacobi (Р 10), veremos agora um proces- 


so útil, bastante prático, para reduzirmos de uma unidade a ordem de um deter- 
minante de ordem n > 2, sem alterá-lo, e consequentemente facilitar seu cálculo. 
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Consideremos uma matriz М de ordem n > 2, tal que аџ = 1, isto é 


1 ар аз ain 

da аз аз а 

М = [аз аз» азз азд 
апі n2 àn3 апп 


Adicionemos à 22 coluna, a 19 multiplicada por -a;2. 
Adicionemos à 39 coluna, a 12 multiplicada por -313. 


Adicionemos à n'ésima coluna, a 12 multiplicada por -a¡n. 


3 — 


-813 

1 ар ag din 
а аз аз ап 
аз аз 833 азл 
dni аһ аһ ann 


1 0 0 0 
а 822 7 821 * а 823 - 821 * аз don 7 821 * din 
, 
det M’ = | аз аз; - 831 • аз 833 - аз * аз аз - азі * ащ 
dni âm 7 апі * аз 853 7 аці * 833 апп ~ ӛң! * гіп 


Pelo teorema de Laplace, temos: 


a22 - азу * ајр аҙ - азі * dz - dn 7 821 * Bin 
А 832 - аз * ар 833 - аз * аз - — 3n ^ аз * ащ 

det M' = 
an2 - ânı ° di 8n3 ~ dpi * аз +. апл 7 аһ * діл 


onde det M' é de ordem (n - 1). 


isto pode ser resumido através da regra, conhecida como regra de Chió: 
19) Desde que M tenha a; = 1, suprimimos a 12 linha e 1? coluna de M. 


20) De cada elemento restante na matriz, subtraímos o produto dos elem- 
tos que se encontram nas "extremidades das perpendiculares“ traçadas 
do efemento considerado, à 18 linha e 18 coluna. 
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39) Сот as diferenças obtidas, construímos uma matriz de ordem (n - 1) 
cujo determinante é igual ao de М. 


Exemplo 
12 4 2 
і 1 
Vibe Diz 9 
34 n 7-6 5-12 6-6] [N-i 4---- 
! = |10-2 -4-4 5-2|=|8<(8) 3|- 
110-4 5 8-6 2-12 3-6 | 
2140 -3 
318 2 3 ' 
-8 +56 3-0 48 3 
= - = -144 - 12 = -156. 
10+14 -3-0 4 -3 EUIS 


84. Observações 


1) Se na matriz M, aj, + 1 e existir algum outro elemento igual a 1, po- 
demos através de troca de filas paralelas, transformar M numa outra matriz que 
tenha aj, = 1. 


Exemplo 

Do (0250 
2 2 з | al la 2 2 3 
4 0 7 2 2 7 0 4 2 


2) Se não existir em M nenhum elemento igual а 1, podemos, usando o 
teorema de Jacobi, obter uma nova matriz M', que tenha um elemento igual a 
1. 


Exemplo 

3 2 4 s| I 438 
57 2 4 2 724 
2453/2453 
2з > 7 1 307 


mo 
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EXERCICIOS 


D.225 Calcular os determinantes 


а |1 2 0 4 |4 1 2 0 с) |1 
2 3 5 1 зто 2 1 
1 6 3 -1 5 2 2 1 
3 2 1 4 1 2 1 1 


D.226 Calcular os determinantes, com o auxílio da regra de Chió. 


а) | 1 1 1 b) a b c c) 
x y z a2 b? c2 
yz xz ху b*tc с+а atb 


D.227 Provar que 
1 1 1 1 
lor rn 13 
1142 13 n 


1 B 14 rS 


D.228 Demonstrar que 


a a а а { 
a b b b 
= а( ~ al(g - Ы) (а - с) 
a b c с” 
a b c d 
Solução 
a a a a 1 la a a 
шуна: села сары == b-a 
a b b b 115 b b 
D- -а ! -8*|b-a 
a b c с 115 с с 
| b-a 
a b c dl 1ib c d 
1! b-a b-a 
жы, E (с-а) - (6-а) 
= а (b-a) 1! c-a -a | = а (6-а) • 
] x el (с-а) – (b-a) 
1 с-а а-а 
c-b c-b 1 c-b 
-a*íb-al* = а (b-al (c- b) 
c-b d-b 1 а-ы 


= а (Ы -а) (c- b) (d- с) 


E 


о N 


о ы € 
Wo N N 


b) c 


(с-а) - (b -а) 
(а-а) - (b-a) |7 
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D.229 (ESQOC-67) Resolver а 


x a a a 


-х y a b 


1 
x 
! 
< 
1 
N 
^ 


D.231 Demonstrar que: 
1 1 1 


1 1*a| 1 
1 1 1%аҙ 
1 1 1 


equação 


1+an 


D.232 (EPUSP-62) Subsiste sempre a igualdade 


1 1 1 
senx  seny sen 
cosx cosy cos 


z | = sen (x-y) + sen (у-2) + sen (z - х)? 


r4 


D.233 Se a, b, c sáo reais mostrar que 


1 sena cos.a 
1 senb cosb 


1 ѕеп с сос 


0.234 Mostrar que 
1 cos 2a sena 


1 cos2b  senb 


1 cos 2c senc 


D.235 Sendo 5, а soma dos n primeiros nümeros naturais , demonstrar que: 


Si Si 81 
$1 8; 5; 
S 5; $5 
Si S4 83 
S1 S Ss 


98-D 


= 4 • sen 


Si Si 


= ni 


2. (sen b - sen с) (sen с - sen а). (sen a - sen b) 


УШ. MATRIZ DE VANDERMONDE (OU DAS POTÉNCIAS) 


85. Definição 


Chamamos matriz de Vandermonde, ou das potências, toda matriz de 
ordem n 2 2, do tipo. 


1 1 1 1 

cen ce еу ышт ч 
ia a, аҙ ар! 
RV TUS SM ыда қуса алыу» Шет тер айка көсіледі J 
a? al al a2 
алты) "айсы. nil an"! 


Isto é, as colunas de M sáo formadas por poténcias de mesma base, com 
expoente inteiro, variando desde O até n- 1 (os elementos de cada coluna 
formam uma progressáo geométrica cujo primeiro elemento é 1). 


Os elementos da 22 /inha são chamados elementos característicos da matriz. 


indiquemos o determinante de uma matriz de Vandermonde por 


V (aj, аҙ, аз, .., an) 


86. Propriedade 


“O determinante У (а), az, аҙ, ..., an) é igual ao produto de todas as di- 
ferenças possíveis entre os elementos característicos, com a condição de que, 
nas diferenças, o minuendo tenha índice maior que o subtraendo. Isto é 


V (ау, аз, аз, ..., ал) = (аз - а)... (аһ - 1) (аз - аз) ... (аһ - аз)... (а, - аһ-1) = 


= П (ai - aj) i€(1,2,., n) j€112, ., n) 


РЯ 
Demonstração 


Vamos usar о princípio da indução finita. 


12 Parte 
Provemos que a propriedade é válida para n = 2. 
Temos M = і | = det M = az - а => М(а;, аҙ) = аҙ - аз. 


81 85 
Portanto a propriedade é válida para ry - 2. 
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28 Parte Mas V' é um determinante de Vandermonde de ordem n ~ 1, logo, por 


Suponhamos a propriedade válida para matrizes de ordem (n - 1) e provemos hipótese de indução - 


sua validade para matrizes de ordem n. V = Н (а-а) LE 23 n) 
= i Е Е 


1 1 1 "E Dj } Є {2, 3, ..., п} 


Portanto V= П (a; - aj) іе * 2 п} 
і>і j€11,2,.. n} 


E, assim, a propriedade é válida para matrizes de ordem n, V n > 2. 


sentido das operações 


n-2 n-2 n-2 n-2 

a a a ss a (a) 

' : : E A) 87. Exemplos 
aj! apl аі сы, qnc! 


19) 1577-4074 


Adicionemos à linha de índice n, a de índice n - 7 multiplicada por -a,. ІНІ 
Adicionemos à linha de índice n - 7, a de índice n - 2 multiplicada por -a,. [2 3 4 =(4-3:(4-2)-(3-2)=2 


Adicionemos à linha de índice 3, a de índice 2 multiplicada рог -a,. 


1 
Adicionemos à linha de índice 2, a de índice 1 multiplicada por -a,. 2 1 -3 5 
1 


Obteremos o determinante equivalente 4 
1 1 ecd 8 1 -27 125 EN” N 
a - а, 83- а, e а-а, 255% 
O а, (а -а;) аз (аз - aj) ар (аһ - ay) 
EXERCÍCIOS 


D.236 Calcular os determinantes: 


0 а?2(а,-а)) 2 (az - a4) an-2(a, - aj) 
a) 1 1 1 1 b) -3 6 12 с) 1 1 1 
Pelo teorema de Laplace е por temos 2 5 7 -1 3 5 а а? 
4 9 25 49 -1 9 25 а 2 а 
1 1 1 1 
8 27 125 343 
аз аз an 
.237 Calcul deti inant 
-(а)-а1).(аҙ-а,)....(а,-а)) | al a - al D.237 Calcular o determinante 
1 1 1 1 1 
n-2 n-2 n-2 a b с а е 
a 83 a 
n м d ғ 
52 
v аз bb č Ë è 
= (az - а). (аз - ац) + (а-а) +... + lan - aj) - У 40404 а? е 


100-0 101-0 


D.238 Calcular o determinante 


1 x x x 
00 y y y 
1 2 г? z? 
1 t 12 ғ 


D.239 (EPUSP-57) Dado о polinômio 


1 1 1 1 

x 1 2 3 
Р(х) = 2 

x 1 4 

x 1 8 27 


dizer quais são as raízes de Р(х). 


D.240 (ЕЕ LINS-66) Calcular o determinante 


1 1 1 1 1 
2 3 4 1 5 
DE t a4 pos? 
2 g а т g 
40% 4 1 5° 
2 3 4 a4 58 


1 


о о о о о 


D.241 (IME-66) Determinar о valor numérico do determinante abaixo 


1 1 1 


1 


log 7 log 70 log 700 log 7000 
(097)? (ю4 70)? — (109700)? (log 7000)? 
(log 7)? (log 70)? — (109700)? (log 7000)? 


D.242 Resolver a equação 


10401 1 
1 2 x -5 
5 -0 
1 4 х 25 
1 8 x -125 


EXERCÍCIOS SUPLEMENTARES 


D.243 (ЕРО5Р-61) Supondo positivos todos os elementos literais da matriz quadrada 


a 82 an 
b; bz bn-1 0 
n 0 us CO 0 


e sendo n múltiplo de 4, qual é о sinal do determinante correspondente? 
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D.244 Demonstrar que se os elementos de uma matriz quadrada M, são números inteiros, 
então o determinante de M é um número inteiro. 


D.245 Calcular o determinante 


148) pop WEIL 
juro sure Weg 
M Gi o p 
жыла ыы 


Sugestão: Relação de Stifel, 


D.246 Demonstrar a identidade 
a b c d 


b с а а 2 2 
=-(a+b+c+d)la-b+e-d)lla-c)2+(b-d)?] 
с а а b 


аа b c 


D.247 Demonstrar que num determinante de uma matriz simétrica, os complementos 
algébricos de dois elementos situados simetricamente em relacáo a diagonal principal 
são iguais. 


D.248 Em uma matriz quadrada de ordem n > 3, os elementos de cada linha estão em P.G.. 
Mostrar que o determinante de M se anula, quando e somente quando, duas progressões 
têm a mesma razão. 


D.249 Mostrar que 


1 2 27 mm 2 
Ze de VÀ e 22 
2 2 3 2 O A 2H 


D.250 Provar que 


A B C 
cotg 2 cotg 2 cotg 2 
a b с - 0 
1 1 1 


sendo А, В, С, ângulos de um triângulo е а, В, с os lados respectivamente, opostos aos 
mesmos ângulos. 
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D.251 (FEIUC-58) Quantos termos se obtém по desenvolvimento do determinante de uma 
matriz quadrada de 6 filas? 


D.252 (ESAN-PUC-64) Determinar o valor de m que verifica a igualdade 


Am,2 Am,1 Am,o 

Cm,2 m 3! = -10 т 
т! 

mim - 1) im - ni 0 


D.253 Demonstrar que toda matriz anti-simétrica de ordem ímpar e elementos reais tém 
determinante nulo. 
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APÉNDICE 1 


DEMONSTRACAO DO TEOREMA DE LAPLACE 
Vamos usar o princípio da indução finita. 


18 Parte 


Provemos que o teorema é válido para matrizes de ordem 2 


aj 
Desenvolvendo pela 2% coluna: M = E 
азу 


ap* An tan Аз = a3 * (-1) lazil +azz* lazil = а + 233 7 813 * аз, = det M. 


Desenvolvendo pela 12 linha: M = 


а, Ац tajt Ai а, laz! tai • (-1) + lazil = ар, 4)-242" az; = det M. 


қ ац а 
Desenvolvendo pela 28 linha: М = 13 
azı * Аз +а,,+ Аз = аз, (-1) · 1а Фа) > lay¡l = ап, аз - а > аҙ) = det М. 


Portanto, a propriedade é válida para n = 2. 


2% Parte 
Admitamos que a propriedade seja válida para determinantes de ordem 
(n - 1) e provemos que ela também é válida para determinantes de ordem n. 


Seja M uma matriz de ordem n > 2. Os menores complementares dos 
elementos de M seráo determinantes de ordem (n - 1). Vamos usar o símbolo 
Dk para designar o determinante da matriz que se obtém, suprimindo as 
linhas i e Ке as colunas | e € da matriz M. É claro que Dk é um determinante 
de ordem (n - 2). 


Fixemos a coluna К da matriz M(1 < К < n) е calculemos o número 


C = aik Ay + аз • Азк + ask * Ask +... + ап, Арк 


Temos: 


C= aik • Aik + аж * Azk task * Ask +... + ank Ank = аж (-1)1+к. Dik + 
Жақ? (PED tag (C198 Dac +... жарқ. (C1) * Dac 


Os determinantes Dik, Do, ..., Dnk são de ordem (n - 1). Desenvolvendo-os 
pela 18 coluna, temos: 


C-a (C1 » ai (71) + DID + azk (-1)2* {ау + DIE + 
І 


ЕЖ ац (-1) ОЮ } + age (109 (a DH аз, DA Y an (C1) DR + 
i2 i3 
+ tan (21) [ац + Dik -аз 0% тау. Dik - жарда DOG 


Na expressáo de C, acima, 


19) tomemos as parcelas que contém aj. Temos: 


r 11 
auia (1). Ож +азк(-1)3*Е. О +... жар ( 1%. DIL) = 


= а (аз • (15 Dk + aak (71) 1 О oan (1)? *72 DIL) = 
= a11* О (por hipótese de indução) 


y*k 


29) tomemos as parcelas que contém аҙ. Temos: 


azı talo. DI -азк(-1)9*®. DX - -ank • (C1 DA] = 
= azı {-ацк C1 Dik -ask (71) * DA - Li - ank (1) 72021) = 
= -a21 * Da, (por hipótese de indução). 


39) tomemos as parcelas que contém аз. Temos: 


азу lan (71)! * 5 D - a (-1)?2*К. DAE a4 (7 NA DÀ +... + 
*ag(- 1) **. DL) = 

= аз lag (71 Dik + ag (C 0*1 - 031 aac (C072. 031 +... + 
tag (- 1)? 5-2, Di = азу, Бә, (por hipótese de indução) 


Prosseguindo da mesma forma até obtermos as parcelas que contêm 
апі, teremos: 


+ 


C = ац0џ - а Оз + аз Оз - ... + an Dnr 


u 


Isto € С = аА + a Aa ag Ag +... + аА. 


O que prova que С = det М, isto 6, a propriedade é válida para qualquer 
coluna К, 1<k<mn. 
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Fixemos agora а 12 linha de М, e calculemos o número 
L = aj Ay + anAn + ài Aia +... + ау Ап 
Temos: 


L-agu(-1)* - Dy +аџ (-1)1*2 + Dj; ag C1)!» Оз +... tanto. Dip. 


Os determinantes D,,, Di2, Dia, ..., Din são de ordem (n - 1). Desenvolvendo- 
-os pela 1% coluna, temos: 


= а. Оц PRA DD ај (-1)'- Di) ^ai (2, ai (11 + D) So 
i> i21 


1 


tD an antti О 
i>1 


Na expressão de L, acima 


19) Tomemos as parcelas que contêm azı. Temos: 
anti. ano DH (0102 arat DIS +. (-1 anne Din) = 
= а {- (-1)2. 812% о = (-1)%. a13* Dĵ- LIGUE 011) = 


= -a21 * Da, (por hipótese de indução). 


29) Tomando as parcelas que contêm аз, temos: 
azı (-7ài2* (C13 DB - ayan (-1)*. Di =. - ais (00) 01) = 
= az {а + (-1)2- Db + ау. (C1? DIS +... tan C1" 0%) = 
= азу, Da (por hipótese de indução). 


Prosseguindo da mesma forma, até obtermos as parcelas que contêm 
anı, teremos: 


і = ay > Di -azı * Das + azı + Оз - ... tam * Dni 


isto é 
L = аа, Аџ + azn’ Ал + аң. Аз +... + аһ • Ам 
O que prova que L = det M, isto é, a propriedade é válida para a 12 linha. 


Com raciocínio análogo ao que fizemos para as colunas, podemos provar 
que a propriedade é válida para a linha i (1 < i < n), usando o fato de que 
ela é válida para a 12 linha. 


Com isto, concluímos que o teorema é válido para matrizes de ordem n 2 2. 
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APÉNDICE ПІ 


CÁLCULO DA MATRIZ INVERSA ATRAVÉS DE 


DETERMINANTES 


1. Matriz dos cofatores 


Seja M, uma matriz quadrada de ordem n. Chamamos de matriz dos cofatores 
de М, e indicamos рог М’, a matriz que se obtém de M, substituindo cada elemento 


de M por seu cofator. 


Assim, se 
аі а: аз din 
а а аз ап 
М = [азу а» аз; 33n 
Әлі âm ал; апп 
Au А Аз Ain 
Ал Az Аз Azn 
М =| Ay А» Аз Azn 
Anı Am Ana Am 
Exemplos 
1 2 4 
19) Se M = então M' = 
3 4 -2 


pois Ан-(-1)7.141-4 


3 


An = (-1)?. 131 = -3 


Аз = (-1)°. I2] = -2 Az = -Hfl = 1 
1 0 2 -3 9 -1 
29) ѕем= |2 1 3|епоМ-| 2 -6 -1 
3 1 0 -2 1 1 
pos Ац-(-1)2 | = -3; Ar = CP? | : | =9 
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A (1? D 2; A (-84 | 6 
ағы 1 0|] ^7 zn з 0| 

A (-1)4 : | 2; А (-1) f | 1 
31 — 1 3 X А 32 = 2 3 = 

1 1 0 

Aj = (-1)* = -1; A -cw | =-1 

13 | 23 3 1 
„|1 0 
Азз = (-1) Bio NE 1 


2. Matriz adjunta 


Seja M uma matriz quadrada de ordem ne M' a matriz dos cofatores de M. 
Chamamos de matriz adjunta de M, e indicamos por M, à transposta da matriz 


М’, isto é M = (М), 


Em resumo, 
ай а а 
"m ад ао дэп м 
ânı 8n2 алп 
Bu By Bin 
M- B; B2; Ban 
Bni Bn2 Ban 


Au Ag Ain 
[Аы ^a Azn 
Anı An2 Ann 


onde Bj = E Є {1, 2,..., п} 


vje(í1,2,.n) 


Nos exemplos dados no item anterior, temos: 


1 2 pU 4 
19) M = então M = 
3 4 -3 
1 0 2 
29M-|[2 1 3lentãoM= 
3 1 0 


E 


-3 2 -2 
9 -6 1 
-1 -1 1 
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3. Теогета 

"Se М é matriz quadrada de ordem n e 1, é matriz identidade de ordem 
n, então M- M = М. M = det (M) - 1,7. 

Demonstração 


Seja M- M = (bx). Por definição de produto de matrizes, 
n 


n 
bk = ў aij + Bi = у aj + Ag 
j j=1 


Logo, se i = k ==> by = det (M) (teorema de Laplace) 
se ick ==> bk = 0 (teorema de Cauchy) 


Logo, М.М é a matriz diagonal 


ам 0 0 0 
о ём O 
{ "ap = det М. in 
0 0 002. detM 


Portanto, М. M = detM. In (1) 
Analogamente, seja М. M = (сқ). Por definição de produto de matrizes, 
n n 
Ck = Y Bi * ajk = у ajk * Aji 
j=1 j=1 
Logo, se i = k == cik = det (M) (teorema de Laplace) 
seifk = ck = 0 (teorema de Cauchy) 


Logo, М. M é a matriz diagonal 


det M 0 0 RA 0 
0 det M 0 
= det М · 1, 
0 0 det М 0 
0 0 0 ..  detM 


Portanto, М. М = det (M) +1, (Il) 
De 1 e 11 concluímos então que: 


М-М-М.М- det(M)- |, 
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4. Processo de cálculo da inversa de uma matriz quadrada M 


Teorema 


"Se М é uma matriz quadrada de ordem n e det М Æ O, então a inversa 


de Mé 
1 = 
Mis .M. 
det M 
Demonstração 
Usando o teorema anterior, temos: 
1 — 1 det M 

> қ = (м. М) = . = 1 

MEUM ES Wu = м nin 
1 u 1 — det M 

— — - “(М.М)- m 

( det M MM det M det M ii 


De (1) e (11) segue-se, por definição de matriz inversa, que 


1 a 


-1 _ Taio 
MESS det M 


Retomando os exemplos anteriores, temos: 


1 2|] . 4 -2 
19) м = „М = , det M = -2 
з 4 -3 1 


2 1 
Logo M^! = i А. 525 = 
75 1-3 1 а? gondii 
2 2 
1 0 2 -3 2 -2 
29)M=|2 1 3|,М-| 9 -6 т |, аем = -5 
1 -1 -1 1 
Logo 3 2 2 
5 5 5 
-3 2 -2 
Е 1 9 6 1 
Lia — - < | - -- — = — 
M = 5 9 6 1 le 5 E 5 
-1 -1 1 
al 2; 1 
5 5 5 
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Corolário 


“Seja M uma matriz quadrada de ordem n. A inversa de M existe, se е 
somente se, det М = 0”. 
Demonstração 


а) Se det M = 0, pelo teorema anterior vimos que existe a inversa, е 


1 


-1 _ 
АІ: det M 


M 
b) Se IM! então М: М1 = 1. е, pelo teorema de Binet, (дег М) 


(det M^!) = det In = 1 Æ 0, portanto, 
det M & 0. 


EXERCICIOS 


D.254 Calcular, usando a teoria precedente, as inversas das seguintes matrizes: 


5 3 7 -2 sena -cosa 
А- ,B- ,C- 
8 5 -10 5 cosa sena 


1 0 0 1 0 1 90 0 
D=|]0 0], E=]| 1 0 1|e F= 1 0 
0 1 1 9 5 7 1 


Solucáo 
A matriz M é inversível se, e somente se, det M 5 0. Assim, temos: 


5 
= т2 - 25 40 = m&5 e т -5. 


т 
detM = 
5 m 


D.256 Qual a condição sobre a para que a matriz 


1 a a 
м= [а 1 а seja inversível? 
a a 1 
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“Deus criou os números inteiros” 


Leopold Kronecker nasceu na Alemanha, de pais judeus embora tenha optado 
pelo protestantismo. 

Foi um homem de negócios muito próspero e que mantinha fortes ligações 
com professores da Universidade de Berlim, onde aceitou um posto em 1883. 

Em contato com Weierstrass, Dirichlet, Jacobi e Steiner obteve seu doutora- 
mento em 1845 com uma tese sobre teoria algébrica dos números. 

De acordo com Weierstrass, aprovava a aritmetização universal da Análise 
mas defendia uma Aritmética finita, entrando em conflito com Cantor. 

Insistia na idéia de que Aritmética e Análise deveriam basear-se nos números 
inteiros, os quais considerava como tendo sentido dado por Deus e rejeitava a 
construção dos números reais porque não poderia ser feita por processos finitos. 
Achava que os números irracionais não existiam, lutando pela sua extinção. Diz-se 
que perguntava a Lindemann para que servia sua prova de que 7 não é algébrico, 
já que os números irracionais não existiam. 

Kronecker contribuiu significativamente para a Álgebra embora suas idéias na 
época, fossen consideradas metafísicas. Seu finitismo chegava a embaraçar Weierstrass 
mas foi a Cantor que atacou mais gravemente, opondo-se a que lhe dessem uma po- 
sição na Universidade de Berlim e, além disso, tentando derrotar e extinguir o ramo 
da Matemática que Cantor estava criando 
sobre a existência dos números transfinitos. 
Cantor defendeu-se num de seus artigos 
dizendo que numerações definidas podem 
ser feitas com conjuntos infinitos tão bem 
quanto com finitos, mas Kronecker conti- 
nuava seus ataques e críticas. Este conflito 
entre Cantor e Kronecker é considerado 
como a mais forte controvérsia do século 
XIX. 

Em 1881, com seu domínio de racio- 
nalidade, provou que o conjunto dos núme- 
ros da forma a+b М? onde aeb são 
racionais, é um corpo. 

Às vezes se diz que seu movimento 
sobre finitismo morreu de inanição mas 
reapareceria sob nova forma na obra de 


Leopold Kronecker 
(1823 — 1891) Poincaré e Brouwer. 


CAPÍTULO VI 


SISTEMAS LINEARES 


І. INTRODUÇÃO 
88. Equação linear 


Chamamos de equação linear, nas incógnitas хі, X5, ..., Xn toda equação do 
tipo аџх + ах; + aj3X3 +... tank = b 


Os números а}, 855, 813, ..., din, todos reais, são chamados coeficientes e 
b, também real é o termo independente da equacáo. 


Exemplos 


19) Зх, + 4x; - 5x5 - xa = 5 
29} 2x; - x2 - x3- 0 

39) Ох, + 0x, + Охз = 4 

49) Ох, + 0x, + Оху + Оха = 0 


Observemos que não são lineares as equações: 


19) 2x? + 4x, + x42 0 
20, 2x1x; + x4 * ха = 3 
39) ху + VX - хз = 4. 


89. Solução de uma equação linear 


Dizemos que a sequência ou ênupla ordenada de números reais 
(о, 02, Оз, ce an) 
é uma solução da equação linear 


ах + ау хә + аџзхз +... + ах = Б 


se ауу tanQ + 8,503 +... + ana = b for uma sentença verdadeira. 
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Exemplos 


1º) Seja a equação linear 


2x1 + 3x - хз + ха = 3 


a sequência (1, 2, 3, -2) é solução, pois 2. (1) +3. (2) - (3 *(-2223 é 
sentença verdadeira, porém а sequência (1, 1, 2, 1) não é solução, pois 2. (1) + 


%3.(1)-(2) + (1) = 3 é sentença falsa. 


29) Seja a equação linear 


Ох + Oy + 02 = 0 


é fácil observar que qualquer tripla ordenada (o,, q», оз) é solução da equação. 


3º) Seja a equação linear 


Ox + Oy + Oz + 0t = 2 


é fácil observar que qualquer quádrupla ordenada (оү, оз, оз, o4) não satisfaz 


a equação, pois 
Оо, + Оо» + Ооз + Ооа = 2 


é sentença falsa V o4, V o5, Vas, 504. 


90. Sistema linear 


Е um conjunto de m (m 2 1) ециасбев lineares, 
X3, «+ Хп. Assim, о sistema 


84X; tax + аџзхз +... + din Xp = 
a21X1 + a22X2 + аззХз +... + aon Xa = 


5 азі Ху + a32X2 + a33X3 +... + dan Xn 


nas incógnitas хі, хз, 


ат1Х + ато Х2 + dmaX3? ... + dmnXn= Bm 


é linear. 


Lembrando a definição de produto de matrizes, notemos que o sistema 


linear S pode ser escrito na forma matricial. 


116-D 


аа а аз e dn X; 
а 822 a23 © dan X2 
аз a32 dass азп X3 
dm ¿m2 ama атп Xn 


Exemplos 


19) O sistema linear 


2x + Зу = 4 
5, 2. 


pode ser escrito па forma matricial 


2 3 x 4 
10-1 y| |? 
29) O sistema linear 
S Зх +y-z=4 
2 \ 2х + Бу + 72 = 0 
pode ser escrito па forma matricial 

x 

3 1 -1 4 

2 5 7 Ilo 
7 


3º) O sistema linear 


xty=4 
5; 43x - y =1 
2x-y=0 


pode ser escrito na forma matricial 


bi 
b; 
b3 
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91. Solução de um sistema linear 


Dizemos que a sequência ou ênupla 
Qn} é solução de um sistema linear S, se 
de S, isto é 

21101 + 8,505 + asas +... + аңдап 

азі 01 + à53505 + аззоз +... + ао, 

аз 01 + аз 05 + азздз +... + азо, 


ари 01 + ат 02 + атз@з + ... + dm An 


Exemplos 
19) O sistema 
xtytz= 
S 2x+y-z=1 
3x-y+z=4 


admite como solucáo a tripla ordenada (1. 
1+2+3=6 

22.1%2-3-1 

3:1-2+3=4 

S não admite, porém, como solução a 

-5Б5%11%0-6 


ordenada de reais (аң, O, аз, ..., 
for solução de todas as equações 


=b; (sentença verdadeira) 
=b (sentença verdadeira) 
= bs (sentença verdadeira) 
= bm (sentença verdadeira) 
2. 3) pois 


(sentença verdadeira) 
(sentença verdadeira) 
(sentença verdadeira) 


tripla (-5, 11, 0) pois 


(sentença verdadeira) 


2(-5) + 11 - O = 1 (sentença verdadeira) 


3.(-5) - 11 +0 = 4 (sentença falsa) 
2º) O sistema linear 


x+2y + 32-5 
5 x- у +42 = 1 
Ох + Oy + Oz = 6 


não admite solução, pois a última equação 
(04, Ga, аз). 


92. Observação 


não é satisfeita por nenhuma tripla 


Se um sistema linear 5, tiver pelo menos uma solução diremos que ele é 


possível ou compatível (é o caso do exemplo 19); caso não tenha nenhuma 


solução, diremos que S é impossível ou incompatível (é o caso do exemplo 2º) 
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+ 93. Sistema linear homogêneo 


Chamamos de sistema linear homogêneo todo aquele em que o termo 
independente de todas as equações vale zero. 


Exemplos 
3x t4y+ z+ t=0 


+ Е = Е 
ЖЕ у%? S, 3x y-3z-0 


Ш 
© 


2Х - уі? %2у% z- Зі 
4x -z+t=0 


Ш 
© 
х 
Il 
e 


É fácil notar que um sistema linear homogêneo admite sempre como solução 
a sequência (01, Q2, &3, ..., Qn} onde q; = 0, Vi € (1, 2, 3, ..., n). 


Nos exemplos dados temos: 


(0, 0, 0) 6 solucáo de 5, 
(0, 0, 0, 0) é solução de S,. 
94. Matrizes de um sistema 


Dado um sistema linear S de m equações e n incógnitas, consideremos as 
matrizes: 


ац а 813 БЕ 
az 822 823 ап 
А = [аз аз a33 аз 


Im am ama êmn 
ай an ауз ain bi 
az 822 823 82n b; 
e B = | аз аз азз 83n ba 


A é chamada matriz incompleta do sistema e B, matriz completa. 


Notemos que B foi obtida a partir. de A, acrescentando-se a esta a coluna 
formada pelos termos independentes das equações do sistema. 
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Exemplos 


2x 
Е. 


+ 
< 
Ш 
о 
> 
Ш 
FA 
- M 
1 
a 2 
— 
o 
о 
І 
г—1 
ә N 
ў 
a a 


N 
» о 
х х 
+ 1 
< x 
Ш + 
MON 
tí 
EM 
» 
Il 
1 
EM 
EN 
o 
w 
Ш 


ЕХЕНСІСІО5 


D.257 Dizer quais das equações abaixo são lineares: 


A X(- X2 + хз - 2ха = 3 
b) ху + mx + х2 - n onde mi e n são constantes dadas 
с) x -2y + 32 = 4 
d) ax; + ajxl * a3x3 = b, onde a е b são constantes dadas 
e) 2x, + log x; + xa = log 2 
AY -x1 + x2 - 3x3 - ха - х5 = 0 
3r 3x, +У2 х, +x3=5 


JY xi + 3x; - 4x3 + 5x4 = 10 - 2x5 


0.258 Verificar se (2, O, -3) é solução de 2x, + 5x; + 2x3 = -2. 


0.259 Verificar se (1, 1, -1, - 1) é solução de 5x, - 10x2 - хз + 2x4 = 0 


D.260 Encontrar uma solução para a equação linear 2x, - x2 — хз = O, diferente da solução 


(0, 0, 0). 


D.261 Escrever па forma matricial os seguintes sistemas; 


a) fx-y+z=2 
-x + 2y + 22 = 5 
бх - у + 52 = 1 


Зх - бу + 42 - 1 = 8 
2х + y - 22 = -3 
-x-2y +2 - 31 = 1 
-5х-у+ 6t = 4 


и 
ч 


4 -mx*ny-e +7у -2-0 
Labx - Ь2у + mz 4x + У Зу + 22 


a 
+ 
и 
о 


e) (2х - Зу = 7 
-x + 4у = 1 
2х - у= 2 


ах - by + 22 
ax - by +z 


"od 
wa 


(cosb) x + (2 cosa) y 


9) xty-2z=3-t 
-Х-у-22-1-% 
(беп Б) x - (3 соза) y 


бх + 3z=7+t 


E 

c) fax + by + сг = а d) Қаға 
mu 
E 


(sen а) x - (беп Б) y = 


1 
=ч 


= -2 


onde а, Б, são constantes dadas. 
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D.262 Quais são os sistemas correspondentes às representações matriciais? 


a) 2.4 


о 
х 


о 
ч 
w 
N 

о 


D 

aa 

i: 

N a 

о 
LLL 

ы x< 

1 
1 

Q N 

LLLI 


t 
c) a b a? 
x 
са)" = | ab 
y 
e f p? 
b) 1 2 0 х 1 
з 3| +. (yl = | -1 
-1 0 2 2 


D.263 Verificar se (0, -3, -4) é solução do sistema 


1 
-1 


xt y-z 
2x - y tz 
х %2у +2 


0.264 Verificar se (1, 0, -2, 1) é solução do sistema 


бх + Зу - 22 - 41 = 5 
2х - Ау +32 - 5t = -9 
-x + 2y = 5z + 3t - 12 


0.265 Construir as matrizes incompleta е completa dos sistemas: 


a) Зх - 2у = 4 
-2х + у = 


b) 2x + 4y - z= 
-x - Зу -2z = 4 


u 
N 


w 
x 
1 
< 
+ 
A 
N 
п 
i 
e 


с) 
onde, а, b, с, d, e são dados. 


d) x+ y=1 
2х + Зу = 4 
+ 
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ll. TEOREMA DE CRAMER De fato: 


2 2 fs -1. C) = (А.А!).С=1.С=С 
Consideremos um sistema linear onde o número de equações é igual ao AU pos ) n 


número de incógnitas (isto é, m = n). Nestas condições, А é matriz quadrada; o que prova a existência da solução Xo = А. С. 


ја D = det (A). 2) АИР a 
5519 BELA) Para provarmos que Хо = А-1. С é solução única, admitamos que AX = C 


tenha outra solução Xy, isto é AX, = С. 
95. Teorema Então: X, = IX, = (АТА) X4 = A! (АХ; ) = ATC = Xo. 


Concluímos, assim, que Хо é efetivamente solução única de AX = C. 


Seja S um sistema linear com número de equações igual ao de incógnitas. ДЕ n4 А 
Por outro lado, já vimos que А”! pode ser calculada pela fórmula 


Se D Æ 0, então o sistema será possível e terá solução única (o, 02, Q3, 


+ 


ы. On), tal que Au Ал Аз « Am 
ааа 1 1 ur Ru GR nc 
А" ---.А---|А А А e A 

D D 13 23 33 n3 

onde D; é o determinante da matriz obtida de A, substituindo-se a iésima ныи Т 

coluna pela coluna dos termos independentes das equacóes do sistema. Aim Am Am Am 
Demonstração onde Aj; é o cofator do elemento aj; da matriz A. 

Consideremos o sistema: Logo 
An Ад Аз Ani b; 


aj Xi “арх + арх) +... + атха = by 


ax + аҙҙхҙ + ах) +... + атха = 02 An Аз Аз Арг b; 
S азі X1 + аз Хә + аззХз +... + аз Ха = Da X = А.С = QM EE 
о = "86-5 
"PE A А Аы А b; 
апі Xi. + ар Ха + апзХз +... + annXn = Әл » 2 a 
Consideremos as matrizes 
Ап Am Аз Am bn 
au 812 e ан et din X1 b, 
Tendo em conta que: CA 
а 822 ө а ө ап X2 b; 
93 
А = | а аз азі an |, X= | хз | еС= [6з 
Xo =| оз 
ап ап2 ani апп Ха bn 
An 


O sistema 5 pode ser escrito na forma matricial А, X = С. Provemos que 1 

a En 4 PUE 1 26 = -L (А,Ь, Адьҙ + Asbs + ... + Anibn) 
tal equação matricial admite solução única. concluímos que aj é dado por о D (Ар; 102 iba niDn 
Por hipótese, D + 0, logo 3 At. Consideremos а matriz Xo = AT.Ce 1 


provemos que ela é solução da equação matricial AX = С. т D 


Boc B 
D 
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96. Exemplo 
Seja o sistema 
x+y+z= 6 1 1 1 
x-y=z=-4 temos: D=| 1 -1 -1 |=-4=#0 
2Х-у%2- 1 2 4 1 
Logo, o sistema tem solugáo única. Determinemos esta solucáo 
1 1 1 1 
D, = -1 -1 = -4, D, = 1 -1 | = -12, 
-1 1 2 1 
1 1 
Оз = 1 -1 = -8. 
2 -1 
D -4 D; -12 D -8 
Logo: Хх--Ш----- 1; y=2=0T=3 z2= 23 2.9. 2, 
8 D 4 усу Sa Ер 
Portanto а solução única do sistema é (1, 3, 2). 
97. Observação 
Os sistemas lineares que têm solução única são chamados possíveis e deter- 
minados. 
EXERCÍCIOS 


D.266 Resolver os sistemas pela regra de Cramer 


а) f -х-4у-0 ы 2х - у= 2 
| Зх + 2y = 5 Lx + 3y = -3 

od ( 3x-y+ 2-1 d (-x* y- 2-5 
2x * 3z = -1 x + 2у + 42-4 
( 4х + y - 22 = 7 Зх + y - 22 = -3 

e С xty+rz+t=1 В xt ужіз t=1 
2x - үз? =2 -x % 2y +z 
-х+у-2-1=0 2х- y-z- t=-1 
(2x +22 +t=-1 C x-3y t2 + 2t = 0 
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D.267 Resolver os sistemas abaixo 


a) x+ y- 2-9 
x~- ү-22-1 
x+2y + z=4 
c) Зх - 2у + z=2 
-4у + 32 = -2 
3x + 2y - 36 
15 
0.268 (MAPOFE!-75) — Resolver, 


х+Уу = 1 


-2x + Зу - 32 = 2 


х+2 = 1 


0.269 Resolver о sistema pela 


xty+z=1 


2х-у _ 
3z + 2 


Solução 


2+1 


2x +у — 


Admitindo 3z + 2 x0 


2x - y 
32*2 
z*1 
2x + y 


1 == 2х - у 


b) 


d) 


aplicando a 


regra de Cramer 


+ y 
+ 2y 
moy 
+ y 


+ 


+ 


21 
2-1 
22-0 
2252-44 

t 
z- t 
z+ 2 


regra de Cramer, o 


2x + y & 0, temos: 


3z + 2<->2х - y - 32-2 


então, temos o seguinte sistema 


х+у+ z= 
2x - y - 32 = 
2x+y- z= 
1 1 

D = 2 -1 
2 1 

1 

Di = -1 
1 

1 1 

Da = 2 2 
2 1 


- 


ES 


El 


1 


Те» 2+1 = 2х +у = 2х +у- 2 = 


1 


seguinte sistema: 
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1 1 1 
D 3 
= -1 2 =З > ;=- Z - р 
Оз 2 2 D л 
2 1 1 


Notemos que 32 + 2 = # +20 e 2x + y 


3 


5 А 5 3 
А sol do sistema é (>, - =, >), 
solução do ma 4 4 


0.270 Calcular o valor de y no sistema 


x t 2y 2х-у 
-3 - 1 z - 2t 
x - 22 3t - 1 


= e = 2 
t-y 2z - y 


D.271 Resolver o sistema, pela regra de Cramer 


2 Laa 
х y 2 
LL 
x y 2 
ыб н ЭД. д 
х y 2 


D . , 


Sugestão: faça e Мыр 
y z 


x|- 


D.272 Mostrar que o sistema abaixo tem solução única 


2x- y+z=3 
Зх + 2y - z« 1 
5x- y =7 


D.273 Sendo a uma constante real, resolver o sistema: 


x “зепа ~ y «cosa = -cos 2а 
х * cosa + у • ѕепа = беп 2а 


ПІ. SISTEMAS ESCALONADOS 


O teorema de Cramer tem um interesse mais teórico do que prático; quando 
o nümero de equacóes é muito grande, fica bastante trabalhoso resolver o sistema 
através de sua aplicacáo. Por exemplo, num sistema de 5 equacóes a 5 incógnitas 
teremos de calcular 6 determinantes de ordem 5. O método de resolução que 
veremos agora é mais simples, embora em alguns de seus aspectos teóricos tenhamos 


que usar o teorema de Cramer. 
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5 
-> 0. 
3+( q! É 


98. Definição 


Dado um sistema linear 


84 XQ + ax + á13X3 +... + аху = b; 
аз Ху + а): Хз + 853X3 +... + ах = Do 
5 аз Ху + аз Хз + аҙҙхҙ +... + азһхр = b3 


апі Xi + àm2X? + аруз хз +... + amnXn = Pm 


onde em cada equação existe pelo menos um coeficiente não nulo, diremos que 
S está na forma escalonada, se o número de coeficientes nulos, antes do primeiro 
coeficiente não nulo, aumenta de equação para equação. 


Exemplos 
Xxty+32=1 

S, y- 2-4 
q 22-5 
Ax-ytztttwz-l1 

S, 4 z-t+w=0 
( 2t - w=1 
хХх-4у%2-5 

5 2y -z = 0 


99. Resolução de um sistema na forma escalonada 
Há dois tipos de sistemas escalonados a considerar 
19 tipo) nómero de equacóes igual ao пйтего de incógnitas. 


Nesse caso o sistema S terá a forma: 


ах + a12X2 + a13X3 +... + арх = 01 
dj2X2 + аззХз +... + аах = Da 
5 аззХз + ... + a3nXn = b3 


onde a; £0, Vi€ (1,2, 3, ..., п}. 
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А matriz incompleta do sistema é a matriz triangular: 


ап а», а а 
0 din 823 а 
А = 0 0 233 азп 
0 0 0 Ann 


D = det(A) = 811822833 * ... * ann É 0, logo, pelo teorema de Cramer S é possível 

е determinado. Os valores 01, %, Q3, .., Qn da solução podem ser obtidos 

resolvendo-se o sistema por substituição. Partindo da última equação obtemos 

Xn; em seguida, substituindo esse valor na equacáo anterior bremen x R 

petindo-se esse procedimento vamos obtendo хы; Xn.3, pa X2, X IT 
-2, Xn-3; +, Хз, X2, X4. 


Exemplo 


X %2у- 2+3=6 (I) 
У%32- t--5 (I) 

bz + 7t = 21 (ІП) 

2t - 6 (IV) 


! 


Тетов: 
ет (IV) 2t=6> %-3 
em (Ш) 52+21=21>52=0> 2-0 
em (ll) y+3.0-3=-5> У = 2 
ет () х-4-0%9-6-» х-1 


Portanto a solução do sistema é (1,-2,0, 3). 


ous Ж ME 
29 tipo) nümero de equações é menor que o número de incógnitas. 
Nesse caso o sistema S será do tipo: 


аху + ax + ajax +... + ах 
8jXp +... +. tank =b, (і> 2) 


n 
o 


com m <n. 
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Para resolvermos tal sistema, podemos tomar as incógnitas que não aparecem 
no começo de nenhuma das equações (chamadas variáveis livres) е transpó-las 
para o segundo membro. O novo sistema assim obtido pode ser visto como sendo 
um sistema contendo apenas as incógnitas do primeiro membro das equações. 
Nesse caso, atribuindo valores a cada uma das incógnitas do 2º membro, teremos 
um sistema do 1º tipo, portanto, determinado; resolvendo-o, obteremos uma 
solução do sistema. Se atribuirmos outros valores às incógnitas do 29 membro, 
teremos outro sistema, também determinado; resolvendo-o, obteremos outra 
solução do sistema. Como esse procedimento, de atribuir valores às incógnitas 
do 2º membro pode se estender indefinidamente, segue-se que podemos extrair 
do sistema original, um número infinito de soluções. Um tal sistema é dito, 
possível e indeterminado. Chama-se grau de indeterminação o número de variáveis 
livres do sistema, isto é, n - m. 


Exemplos 
19) |х-у%:-4 
y-222 


A única variável livre é z (não aparece no começo de nenhuma equação). 
Transpondo z para o 2º membro das equações teremos o sistema: 


4-2 
2+2 


x-y 
y 


Fazendo 2 = а (onde а é um número real) teremos 


4-а (D 
2+ (Й) 


O sistema é agora do 1º tipo (determinado), para cada valor de a. 
Resolvendo, ! 


(11) y-2*a 
am (D x-2-a=4-a>x=6 


Portanto, as solugdes do sistema sáo as triplas ordenadas do tipo (6; 2 + a; a) 
onde а € IR. Eis algumas: 


x-y 
У 


Ш 


а = 1— (6, 3, 1) 
a = -7 — (6, -5, -7) 
а-0-- (6, 2, 0) 
1 5 1 
+ Si 
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Ш 
© 


29)) x*y-z- t 
32 *2t- 4 
As variáveis livres são у е 1; transpondo-as para о 22 membro das equações 
teremos o sistema 


x-z=-y+ t 
32 = 4-2 


Fazendo у= a et = В (а e B são números reais) teremos 


Х-2--аз f б 
32- 4-28 (1) 


O sistema é agora do 19 ti 
Resolvendo, 


(1) 224-26 


3 


po (determinado), para cada valor dea e de f. 


em Q) x- a E ME TET 
3 


Portanto, as solucóes do sistema sáo as quádruplas ordenadas do tipo 


-За+8 +4, 4-9 
== а; EL p onde а € В e GER. Eis algumas: 


i 4 4 

a=0ef8=0 2.0 2. 
> KU 53:0 

еі жора 2 => (1;1;0;2) 


, 


= 10 2 
q=-1eB=3 => (—:-T- . 
3" з; ЗУ 


EXERCICIOS 


D.274 Quais dos sistemas abaixo estão na forma escalonada? 


Р 
/ pa x- 2y + 3z = 5/ b). x-y- z+5t=9 су 2x - Зу - 0 
87 Т Ұ- 2-1-- Зу *22- З - 4 х + 32-0 
- EF t=2 2у+ ox x1 
( s А 
а) Зх + 22 = -2 vef] 2x- t- 1 S. 2x yo pa tod 
y-32«1 52 -2 = 3 52-2t- 3 


D.275 Resolver os sistemas abaixo. 


al (-x*3y-z-1 b) x+4y-2z=2 
2у *2-2 y+z=3 
5z = 10 
ER 

cd [f 3x-2y + 42 - 2 d) (2x-3y*z- t-4 
- y+3z=-3 У-2%27-3 
Кс. 72-0 32% t-2 
e) f ax * by - c f x*2y- z+ t-1 
\ ту = п - ү +32 - 210 > 2 


onde, а, Б, с, т, п são dados е 
a + 0 ет £90. 


ІМ. SISTEMAS EQUIVALENTES 
ESCALONAMENTO DE UM SISTEMA . 


100. Definição 


Dizemos que dois sistemas lineares 5; е 5; são equivalentes, se toda solução 
de S, for solução de S; е toda solução de S; for solução de 51. 


Ехетріо 


х + 2y 
5, ub y 


x+2 
sf ea 


5, e S; são equivalentes, pois ambos são determinados (D 0, nos dois) e admitem 
5 
c. 
3 


mou 
ә W 


3 
-5 


i 


como solução (- 5: 


Já que sistemas equivalentes têm as mesmas soluções (ou ambos não tem 
nenhuma), o que iremos fazer é transformar um sistema linear qualquer num 
outro equivalente, mas na forma escalonada. Isto porque sistemas na forma 
escalonada são fáceis de serem resolvidos. Precisamos, então, saber que recursos 
usar para transformar um sistema S, num outro equivalente S,, na forma escalo- 
nada. Estes recursos são dados por dois teoremas que veremos а seguir. 
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101. Теогета 1 


"Multiplicando-se os membros de uma equação qualquer de um sistema li- 
near S, por um número K з 0, o novo sistema 5” obtido, será equivalente a S”. 


Demonstração 
Seja 
ах + a32X2 +... + ах = bı 
aj; Xi + 832X2 +... + àjnXn. = bz 
S 
aux, + арх) +... + üinXn. = Di 
amiX1 + amaX2 + ... + amnXn = Dm Es 


Multiplicando a i'ésima equação de S por К + O obteremos o sistema: 


ami Xi + dm2X2 +... + amnXn = bm 
A única diferença entre S e S é а i'ésima equação. Portanto devemos nos 


preocupar apenas com ela. 


a) Suponhamos que (оү, аз, ..., аһ) é uma solução de S. Provemos que 
ela também será solução de S'. 


De fato: por hipótese, ај о + ао; +... + алар = Ы. 
Colocando (а), а, .., ап) no 1º membro да i'ésima equação de S', 


teremos: Kaia, + Каро, +... + Kainan = К(а ау + араз +... + anan) = Kb; 
: t 


ERE 
bj (por hipótese) 


о que prova que (6), 05, .., On) satisfaz a i'ésima equação de S'. Logo 
(о, %, ..., Qn) é solução de S'. 


b) Suponhamos agora que (o, , оз, ..., оп) é uma solução de 5” e provemos 
que ela também será solucáo de S. 


De fato: por hipótese, Kajjo, + Каро, +... + Kanan = Kbi. 
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Colocando (01, a5, .., Ap) no 19 membro да i'ésima equação de S, 
teremos: 


K 
а01 + ajaz +... + ana, = uma + ação +... t -— anan = 
1 1 
= — [Ка; а; + Каза +... + Ката] = «КЫ = bj 
Ka K 
Kb; (рог hipótese) 
o que prova que (01, а, .., оп) satisfaz а i'ésima equação de S. Logo 


(01, 05, ..., Ол) é solução de S. 


102. Теогета 2 


Demonstração 
Seja 
ах) tax +... + ах = 0 
a21X1 + ахз +... + amXn = 02 
S aux, +apx + %апхп = bi 


Substituindo a i'ésima equação de S, pela soma membro a membro, dela 
com a j'ésima equação, obteremos o sistema: 


ах tax +... + ainXn 
a21X1 + a22X2 +... + a2nXn 


! І 
TU 
юк oc 
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A única diferença entre S e 5” é а i'ésima equação. Portanto devemos nos 
preocupar apenas com ela. 


a) Suponhamos que (a, 02, .., an) é solução de S e provemos que ela 
também será solução de S’. 


De fato, por hipótese: 

арау + anão +... + атап = bj (1) 

ара) + apa + ... + арап = bj (10) 

Colocando (04, 02, .., Ap) no 19 membro da i'ésima equação де 5”, 


teremos: 


(au + ар )о + (аҙ + ajo +... + (ain + Ajn) Un = 


= (aja, + ара; +... + атап) + (ayas + apar +... + атап) = bi + bj 


b; (por hipótese (1)) bj (por hipótese (11) 


o que prova que (а, 02, ..., Ap) satisfaz a i'ésima equação de 57. Logo 
(61, 05, ..., Оп) é solução ае S’. 
b) Suponhamos agora que (а), 02, ..., an) é solução de 5”, e provemos que 


ela também será solução de 5. 


De fato, por hipótese 


lai + ад)о, + (ар + ар) az +.. + (ад + ajnan =bitbj (0 
e 


ај 01 + aj +... + ардап = bj (1) 


Das igualdades (1) e (II), concluímos que: аі, о; + aj2Q2 + ... + атп = bi 


o que prova que (01, 02, ..., Оп) satisfaz a i'ésima equação de S. Logo 
(01, 02, ..., Оп) é solução de 5. 
Exemplo 
Os sistemas: 
EE 2x +y + 32 = 4 


Ax + y + ESTÉS dx+y+ 2-0 


são equivalentes, pois S' foi obtido а partir de S, substituindo a 28 equação: pela 
soma membro a membro dela com a 13 equação. 
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103. Escalonamento de um sistema 


Para escalonarmos um sistema, teremos que seguir vários passos, todos eles 
baseados nos teoremas 7 е 2. 


10 Passo 


Colocamos como 12 equação aquela em que o coeficiente da 12 incógnita 


seja diferente de zero. 
SA ad 


2º Passo 


Anulamos o coeficiente da 12 incógnita de todas as equações (com exceção 


da 19) substituindo a i'ésima equação (i > 2) pela soma da mesma com a 12 
multiplicada por um número conveni 


3º Passo 


Deixamos de lado a 18 equação e aplicamos o 1º e 2º passos nas equações 
estantes, 


40 Passo 
Deixamos de lado а 12 e 22 equações e aplicamos o 19 e 29 passos nas 
uações restantes, e assim por diante, i fi ы 


a seguir esclareceráo o assunto, 


104. Exemplos 


19) Vamos escalonar o sistema 


5 42x + y- 2-3 
Temos: 


( x *2y + HS 
42x * y- 2-3 


3x- у - 22 


[D 
1 
A 


Substituímos a 22 equação pela soma da mesma com a 18 multiplicada 
por -2 
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x+2y + 2-9 
-3y - 32 = -15 
3x- у-22--4 


substituímos a 39 equação pela soma da mesma com a 12 multiplicada por -3 


(x t2y* 2-9 O 
- 3y - 3z = -15 
-31 


- 7y - 5z 


Ш 


multiplicamos a 22 equação por - 
гай 
x*2y + ze 


2 y+ z MO, 
- 7y - 5z = -31 


с 


substituímos а 38 equação pela soma da mesma com а 28 multiplicada por 7. 


РА 


x+2y + 2-9 
y+ zeb 
с 22 = 4 


O sistema agora está па forma escalonada. Como ele ё do 19 tipo (número 
de equações igual ao de incógnitas), segue-se que é possível e determinado. 
20) Vamos escalonar o sistema 


xt у-32%4 1-1 
543х%3у% z+2t=0 
2x + y+ z- 2t- 4 


Temos: 


xt y-32* t 
Зх + Зу + z * 2t 
2x * үз z- 2t 


| 

0< 

4 

substituímos а 2% equação pela soma da mesma com a 12 multiplicada por -3. 


xty-3z+ tel 
107 - t=- 


2х +у+ z-2t- 4 


substituímos a 3? equação pela soma da mesma com a 18 multiplicada por -2. 
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PS 
х+у- 32+ t=1 
102 - t= -3 

- y +72 - 4 = 2 


© 


Permutamos a 23 com a 33 equação. 


[{ x+y- 32 + te 
-yt7z-4t-2 
102 - t--3 


“ 


O sistema agora está па forma escalonada. Como ele é do 2º tipo (número 
de equações menor que o de incógnitas), segue-se que é possível e indeterminado. 


39) Vamos escalonar о sistema 


x- y+z=4 
5 4 Зх + 2у +2 = 0 
5x + бу +z = -4 


( x- v+z=4 (3) 
Зх + 2y +2 = 0 
+ -4 


( 5х + Бу 


substituímos а 22 equação pela soma da mesma сот а 12 multiplicada por -3. 


(хе yt 2-4 


бу - 22 - -12 
(5x + by + 2--4 


substituímos a 32 equação pela soma da mesma com a 12 multiplicada por -5. 


x-y+t 2-4 
by - 22 = -12 
10y - 4z = -24 


substituímos a 32 equação, pela soma da mesma com а 22 multiplicada por -2. 


r 


x-y+ z=4 
бу - 22 = -12 
Oy + 02 = 0 


A última equação pode ser abandonada, pois ela é satisfeita рага quaisquer 
valores das incógnitas e não dá nenhuma informação a respeito de x, y е 2. 
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105. Observações 
4 


X-yt 2- 
Sy - 22 - -12 1. Se, ао escalonarmos um sistema, ocorrer uma equação do tipo 
20 EH dO O e ae 
O sistema agora está na forma escalonada. Como ele é do 2º tipo (número Ox, t Ox; +... + Оху 50 
A лы Жыйна 
de equações menor que о de incógnitas), segue-se ue é possível e ind. j 
rmi- А Ж : 
nado : dis Б p сл) esta deverá ser suprimida do sistema (ver exemplo 3º). 


2. бе, ао escalonarmos um sistema, ocorrer uma equação do tipo 


49) Vamos escalonar o sistema Ox, + 0x2 +... + Ox, =b (com b Æ 0) 
1 * s.. ы) Қа FER Pi ce PEL RN 


ж 


x + 4у--8 o sistema será, evidentemente, impossível (ver exemplo 49), 
5 3x- у-15 aR a 
10x - 12y = 7 3. Com relação ao número de soluções que um sistema apresenta, ele pode ser 
classificado em: 
Temos: determinado (uma única solução) 
ossível 
x + 4у = eg | m nd ИИ (infinitas soluções) 
3x - У = 15 sistema IN 
10x - 12y = 7 impossível (nenhuma solução) 


substituímos а 22 equação pela soma da mesma com а 1? multiplicada por -3. 


EXERCÍCIOS 
x + 4у--8 (19) D.276 Escalonar e classificar os sistemas abaixo: 
- 13y = 39 а) х + бу = 3 b) x + hy -=2 
10x - 12y = 7 2x - Зу = 5 APR 
substituímos a 32 equação pela soma da mesma com a 18 multiplicada por - 10. D.277 Escalonar, classificar e resolver o sistema abaixo. 
хі у= 3 
х + 4у = -8 3x - 2у = -1 
n dns 2x - Зу - -4 
- Б - | 
a P D.278 Escalonar, classificar e resolver os sistemas: 
іші E а al (х- у - 22 = 1 b) ( -x+ y- 22 = 1 
substituímos a 32 equação pela soma da mesma com а 2% multiplicada por -4, x+ у+ 2-2 42x- у%3:-2 
(х-2у+ z--2 | х-2у+ z-2t=0 
X Eray =g c) f x+3y+2z=2 d (x+ y- 2422 
- 13у = 39 Зх + бу + 42 = 4 Tuc e 
Oy = -69 ` lee ay aca HO \ -х - 2у + 32 t=- 
é) xty+tz+tt=1 В p x-2y-3z=5 
" x-ytztte--l 4 -2x + бу + 22 = 3 
Notemos que a 32 equação não é satisfeita por nenhum valor de x e y. y-z2+2t=2 E 252 
Logo o sistema é impossível. 2x *2- t=-1 
V 
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D.279 (ІТА-48) Resolver о sistema | 
р.282 Discutir о sistema abaixo 


ох - 2y + 32 = 2 x= у= 2 
Зх + y + 42 = -1 2x + ау =b 
4х - Зү% 2-3 


Solução 
D.280 (FAM-65) Resolver o seguinte sistema de equações t. Se 
Зх + бу + 27-26, 1-1 
X-7y + z=-16 p m “cá Ao, 


бх - у + 32-14 
pelo Teorema de Cramer о sistema tem solução única, Se D = 0, о sistema poderá 


D.281 Discutir o sistema abaixo ser indeterminado ou impossível. Examinemos este caso. 
ах + 3ay = 0 1 4 
2x + ау = 4 D ~ =а+ 2 = 0 = а - -2. 
2 а 
Solução 


И. Se a = -2, o sistema fica: 
|. Sabemos que se ; 


a 3 ( x- y=2 1 x- у= 2 
О = > id 3-0, 2x -2y - b Ox + Oy =b-4 
a 
b-4 = 0— sistema possível indeterminado 
o sistema tem solução única (Teorema de Cramer). Assim, os valores de a para os então se b-4 34 0-— sistema impossível 
quais D = O são os que tornam o sistema indeterminado ou impossível. Examinemos 
este caso: . 
HI, Resumindo, temos: 
a 3a а-0 Д , Е 
D = = al - ба = а(а - 6) = 0 =» ou a 5-2 — sistema possível determinado 
2 a aag a= -2 e b = 4— sistema possível indeterminado 
a = -2 e % 4 -— sistema impossível. 
П. Sea = 0, o sistema fica: 
D.283 Discutir os seguintes sistemas nas incógnitas x e y: 
Ox + Oy = O E 2 , i 
2x + 0y = 4 x=2 e y é qualquer. a "m {каса 
А 2х + ту = 6 бх - Зу = 2 
Logo, о sistema é indeterminado. 
с) J -х- 2y =-ax а) ax - у = 1 
ШІ. Se a = 6, o sistema fica: -2x tay = y (a- 1)x + 2ау = 4 
MM dub as AO D.284 (FEIUC-58) Discutir o sistema 
2х + бу = 4 х + Зу = 2 
Escalonand (2a - 1)2x + (4a? - 1)y = (2а + 1)? 
и (da - 1)х + (2а + Dy = (Aa? - 1) 
х + Зу = 0 А | 
Ох + Oy = 2 O sistema é impossível. segundo os valores de a. 
Resumindo, temos: D.285 (EPUSP-59) Apresente 3 valores de a para os quais o sistema: 
a X 0 e a £6 — sistema possível determinado x+y= 
a=0 > sistema indeterminado ах + y = 
a=6 -> sistema i í | А ; 
ma impossível. seja, respectivamente, indeterminado, incompatível, determinado. 
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D.286 (FEIUC-65) Discutir o sistema linear nas incógnitas x e y. 
mx t у-1-т 
(ox tmy-0 


D.287 Discutir o sistema 


х + 2у = 1 
(| 3x + ау = b 


0.288 Resolver o sistema 


1 
U x+2y=-b 


D.289 (EPUSP-62) Obter m, para que o sistema, nas incógnitas x, y, z, abaixo, seja compatível. 


x + my - im + 1)z = 1 
| mx + 4y + (m -1)z=3 


D.290 (MACK -55) Discutir o sistema 


Cmx+y=1 
x+y=2 
Lox-y=m 


0.291 (ITA-57) Se арса +0 determinar p e q de modo que o sistema 


ax + by = с ia ind inad 
pxc ay sq, 15608.19 eterminado, 


D.292 (FAUUSP- 69) Resolver o sistema 


mx + y = 2 
х- у= т 
х+Уу = 2 


0.293 (MAPOFEI-1974) Determinar os valores de a e рага que o sistema 


о 


dx +4y-b seja indeterminado, 


D.294 (MAPOFEI-74) Discutir e resolver о sistema abaixo. 


Solução 


1 1 1 
О = 1 -1 m 0, 
m 2 1 
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o sistema tem solução única (Teorema de Cramer). Assim, os valores de m para os 
quais D - O, são aqueles que tornam o sistema indeterminado ou impossível. Resolvamos 
o sistema supondo D Æ 0. 


1 1 1 


т + 0 
D = 1 -1 m = mím - 1) £0 > e 
m 2 1 mx 
0 1 1 
Di = 2 -1 m |-(1-т) 
-1 2 1 
1 0 1 
Dj = 1 2 m = (1 - т) 
m -1 1 
1 1 0 
бз-| 1 -1 2 |-2(т-1) 
т 2 -1 
KEDE cimo ы Бал ЫЛЫ E 
D m D m D m 
Solução do sistema (- A - A 2) 
m m m 
П. Se m = 0, temos: 
x toy 2/0 x+ y+z=0 x+ үз 2-0 
x- у%02-2 ~ Ох - 2y - 2-2 ~ Ох - 2y - z=2 
Ох + 2y + z= -1 Ox %2у%2--1 Ox + Oy + 02-1 
O sistema é impossível. 
ПЕ. Se m = 1, temos: 
x+ ytz=0 x+ yt 2-0 
х= ytz-2 = Ox - 2y + 02 = 2 
х%2у%2--1 Ox + y + 02 = -1 


então y = -1 e x = 1 - z; solução do sistema (1 - q, -1, O). 
O sistema é possível indeterminado. 


ІМ. Resumindo temos: 


m 4X0 em 1 => sistema possível determinado 
т-1 — sistema possível indeterminado 
m-0 — sistema impossível 
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D.295 Discutir о sistema 


ах +y+2z=b 
2ах - y + 2z 


" 
EN 


2x +у + 22 = З 
Solução 
l. Se 
a 1 2 
D = 2а -1 2 |з-0, 
2 1 2 


pelo teorema de Сгатег о sistema tem solução única. 
Estudemos o caso em que D = O, 


a 1 2 
D=| 2а -1 2 |--4дАа%8-0 ->>а-2 
2 1 2 


Qx+y+2z=b 2x + y+2z=b 
4х - у + 22 = 1 ~ 0 - Зу - 2z = 1 - 2b 
2x + y + 22 - 3 0=3-b 


Se b Æ 3 — sistema impossivel 
b = 3-> sistema possível indeterminado 


111. Resumindo, temos: 


az2 — sistema possível determinado 
а = 2 e b = 3-> sistema possível indeterminado 
а = 2 e b = 3— sistema impossível. 


D.296 Discutir, segundo os valores do parámetro m, os seguintes sistemas: 


a) mx+ y+ 2-1 b) mx + 2y + z= -1 
x+my+ 2-т x- ytmz-2 
x+ y +mz=-2 x+ уж тг = 2 


D.297 Discutir, segundo os valores do parâmetro а, os seguintes sistemas: 


a) хжа(у +2) = 1 b (4x + y + az 
y +alx+z)=a -2х+у- z 
z+alx+y) = а? ax + y 
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I 


-5 
а 
-2 


D.298 Discutir о sistema 


px- y+2z=0 
x+pz=p 
Зх + 2y +pz=5 


D.299 (ІТА-53) Discutir o sistema 


mx + y-z=4 
x t my + 
x- y-2 


N 
" 
e 


D.300 Discutir o sistema 


Ш 
0 
№ 


mx + y 
-2Х %у-2-т 
4х +y+mz=-5 


D.301 (OURO PRETO-53) Discutir о sistema 


mx + үз z=a 
x+my + z=b 
x+ y+mz=c 


onde a, b, c são diferentes dois a dois e têm soma nula. 


D.302 (EPUSP-59) Estudar o sistema linear 


for yt z=0 
x- у+тг = 2 


mx + 2y + z 


н 
реч 


D.303 Discutir e resolver о sistema 


mx - y + mz = т 
2x + mz = 3 
mx + my = 2 


D.304 Discutir e resolver o sistema 
x + my + mz = m 
x~- y+mz=0 
x-my + z=m 

D.305 Discutir e resolver o sistema 
x-my + 2-0 


2x - y+mz=3 
2х - 2у +mz=2 


" 


D.306 (ІМЕ-65) Determinar о valor de а para que о sistema abaixo seja indeterminado. 


x + Зу + 22 = 0 
2х + бу + ағ = 0 
3x t 7у + 2-0 


0.307 (MAPOFEI-75) Determinar о valor de К, para que о sistema seja indeterminado. 


3z - 4y = 1 
4x ~ 22 = 2 
2y -3x = 3- к 


D.308 (MAPOFEI-71) 
a) Determinar os valores de k, para que tenha solução a equação matricial. 


2 5 3 x 1 
4 10 21|.1у1|-|5 
6 15 -1 z k 


b) Resolver a equação, na condição do item a. 


D.309 (EESCARLOS-59) Estudar o sistema no qual a é um parámetro real. 
x+ y-az=0 
ax + y- 2-2- 


x tay- 2--а 
Para quais valores de a o sistema é determinado, impossível ou indeterminado? 
D.310 Mostrar que o sistema: 


1 
1 
1 


x + my + (m - 1)2 
(m - 1)x + y + mz 
mx + (m - 1)y+z 


é determinado para todo m real e nào nulo. 


D.311 (ITA-63) Determinar os valores m e k, de modo que seja possível e indeterminado o 
sistema 


i 
D 


x + 2y - mz 
3x- y+ z 
-2x + 4y - 22-К 


н 
A 


D.312 (EEM, IMT-67) Discutir o sistema 
2x- y*32- 


a 
-x + 2y – az =b 
ах - ау + 62 = 2 
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A SISTEMA LINEAR HOMOGÉNEO, 


106. Conforme vimos ет 93, sistema linear homogêneo é aquele em que os ter- 
mos independentes de todas as equações valem zero. Assim, o sistema 


" 


ах) +apX +... + ài Xn 


azX + аз) Х) +... + ахь 


é homogêneo. 


Vimos ainda que tal tipo de sistema admite sempre a solução (a, а, «0, Ap) 
onde oj =0, Vi € (1, 2, ..., n), chamada solução nula, trivial ou imprópria. 
Portanto um sistema linear homogéneo é sempre possível, Se o sistema linear ho- 
mogéneo for determinado apresentará apenas uma solução (a nula), e se for inde- 
terminado apresentará além da solução nula, outras soluções não nulas, também 
chamadas soluções próprias. 


107. Exemplos 


19) O sistema linear homogêno 


x 
| 


y+2z=0 
2x+y- 2-0 
3x- y+4z=0 
5x-y+6z=0 


é equivalente ao sistema 5” na forma escalonada 


x-y+2z=0 
ii 3y-bz = 0 
2-0 


Como 5” tem 3 equações e 3 incógnitas (19 tipo), segue-se que é determina- 
do, logo, a única solução de 5 é (0, 0, 0). 


2º) O sistema linear homogêneo 


x+ y-32=0 
54 4x- y+ z=0 
2x - Зу + 72 = 0 
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é equivalente ao sistema S' па forma escalonada, | р.316 (МАУА-64) Resolver о sistema 
xty- 32 = 0 i Зх + 2y - 122 - 0 
5 x- yt 2-0 
Бу - 132 = 0 Pope AP i: 
Como 5” tem duas ециасбев e trés incógnitas (29 tipo), segue-se que o mes- 
mo é possível e indeterminado. D.317 Discutir, segundo os valores do parámetro a, o sistema: 
Para resolvé-lo, consideremos a variável livre 2, à qual atribuímos o valor Бу + 4y f x = н 
S А КЕГЕН 
arbitrário а € IR. Assim, temos: 220222256 
= За D Solução 


P 
Бу 


н 


13a 110) 


Sendo о número de equações igual ао número ае incógnitas, podemos calcular О: 


13a 1 4 -5 
1 yae -9 13 
D=detA=| 2 -1 3 |= = -153 - 13a + 156 = 3 - 13a 
130 2a 3 a-12 17 
em атр eda ee ii с : E 


Como se trata de sistema homogêneo, só há duas possibilidades: o sistema é determi- 


д А 3 кий і rdenadas da forma r н 
e as soluções do sistema são constituídas pelas triplas ord nado ou indeterminado. 


(2%. 130. а) onde a Є IR. 


Б' 5” Se D Æ 0, isto é, se a Æ 5 então о sistema é determinado. Neste caso, só existe а 
Observemos que, раға а = 0, obtemos a solução nula do sistema, (0, 0, 0). solução imprópria ou trivial: (0, 0, 0). 
Se D = 0, isto é, se a = ж então о sistema é indeterminado. Neste caso, existem 
soluções próprias ou não nulas, 
EXERCICIOS 
D.318 Discutir, segundo os valores do parâmetro m, os sistemas: 
D.313 Resolver o sistema a) х + ту = 0 о) x+ yt 2-0 
2x + бу =0 mx + Зу + 52-0 
2x+3y- 2-0 m2x + Әу + 252 = 0 
х-4ү% z=0 
Зх + y-22-0 
D.319 (EEM. IMT-66) Estudar o sistema 
D.314 Resolver o sistema k(x + y)+2z=0 
k(y + 2) *x-0 
x *2y- 2-0 ке *x)*y-0 
2x- y+3z=0 
4x+3y+ 2-0 А 
0.320 (FILO-USP-QUIMICA) Dado o sistema 
D.315 (EPUSP) Resolver o sistema: x+ үз z-0 
4x - 2my + 3z=0 
Bx + 4y - 22-0 2x + бу - 4тг = 0 
х + 8у + 22 = 0 
2Х% y- 2-0 determinar m para que о mesmo admita soluções distintas da trivial е determiná-las. 
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D.321 Determinar a, de modo que о sistema 
x+ y-az=0 
x-2y + 2-0 
2x- y+az=0 
admita soluções próprias. 


D.322 Determinar К de modo que o sistema 


kx + 2y = -z 
-y + 32 = 2kx 
2x - 22 = Зу 


admita soluções próprias. Determiná-las. 


D.323 Dado o sistema 
| x+my +2 
x + ytz 

mx + y+z= 


L] 
ooo 


determinar m de modo que admita solução própria e resolvé-lo, 


D.324 Para que valores de m o sistema possue solução própria? 
х + ту + 22-0 
-2x + my -42 = 0 
x- Зу - тг = 0 


" 


Qual o grau de indeterminação? 


D.325 Determinar p de modo que o sistema tenha soluções próprias. 


-x+2y + 2-0 
px+ y- 2-0 
2px + 2y + 32-0 


D.326 (EEM-IMT-65) É dado о sistema 


+ 


Ш 


-(т + 1)3x + (em - 1)2х: + (-m - 1)x3 + x4 
-(m + 2)3x + (-m - 2/2х + (~m ~ 2)x3 + x4 
*(m + 1x, + (m + 12x, + (m + 1)x3 + ха 
(m? + 1)3х + (m? + 1)2x5 + (т? + 1)x3 + x4 


D 
пон 
оороо 


Determinar os valores de m (reais), рага os quais о sistema admite solução diferente 
da imprópria (trivial). 


D.327 (ÁLVARES PENTEADO-68) Qual o valor de k para que о sistema 


x- y- 2-0 
2x+ky+ 2-0 
x-2y-2z=0, 


admita solução própria? 
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Vi. CARACTERISTICA DE UMA MATRIZ 
TEOREMA DE ROUCHÉ-CAPELLI 


108. Matriz escalonada 


Dada a matriz A = (а) уп, dizemos que А é uma matriz escalonada ou 
que está na forma escalonada se о número de zeros que precedem o primeiro 
elemento náo nulo de uma linha aumenta, linha por linha, até que restem even- 
tualmente apenas linhas nulas. 


Exemplo 


As matrizes А, В, С estáo па forma escalonada. 


5 2 3 3 1 2 4 -6 
3 4 2 7 ККЕ КЕР ке A 
---- 0:4 -2 0 0,2 0 3 
А-|0:2 1 3 В- L=- Es E pasta fx - 
L---- 0 013 0.0 0 Oi 1 
0 о.з 5| Ed Бетен 
0 0 0. ооо 0 0; 


109. Matrizes linha-equivalentes 


Dizemos que a matriz А” é /inha-equivalente à matriz A, se А” for obtida 
de A através de uma sequência finita de operações, chamadas operações elemen- 
tares sobre linhas. Tais operações são: 


1) Troca de posição de duas linhas. 


2) Multiplicação de uma linha qualquer por um número К + 0. 


3) Substituição de uma linha, pela soma desta com outra qualquer. 


Com estas três operações podemos, dada uma matriz A, encontrar uma matriz 
А’ na forma escalonada, linha-equivalente a A. 


Exemplo 


Dada a matriz 


1 3 -2 0 
4 3 T1 
3 0 0 3 


vamos encontrar uma matriz А” escalonada, linha-equivalente a A. 
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Temos 
1 3 20 
4 3 1 1 
3 0 0 3 


substituição da 22 linha pela soma da mesma com a 12 multiplicada por -4. 


1 3 -2 0 
0 -9 9 1 


3 0 0 3 


1 3 -2 0 
0-9 9 1 
0-9 6 3 


substituição da 32 linha pela soma da mesma сот а 22 multiplicada рог - 1. 


1 з -2 0 
01-5 9 1 
0 01-3 2 
А matriz 
1 3 -2 0 
А"-| 0 -9 9 1 
0 0 -3 2 


é uma matriz escalonada linha-equivalente a A. 


Notemos que as operações elementares sobre linhas de uma matriz A são 
análogas às operações para o escalonamento de um sistema linear. Tal fato será evi- 
denciado quando, mais adiante, estudarmos o teorema de Rouché-Capelli. 


110. Característica de uma matriz 
Seja A uma matriz qualquer e А” uma matriz escalonada, linha-equivalente 


a A. Chamamos de característica da matriz A, e indicamos por p (A), ao número 
de linhas não nulas de A”. 
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111. Exemplos 


escalonando a matriz A, obteremos 


со 


19) h | 
A = , 
4 


5 
А’ = | 4 Logo р(А) = 2. 
29) 1 3 4 
А-|2 5 -1 |, escalonando a matriz A, obteremos 
2 4 -10 
1 3 4 
А" -|0 -1 -9| Logo, p (A) = 2. 
о о 0 
39) 1111 
А-|2 2 2 2], escalonando a matriz A, obteremos 
3 


Logo, р(А) = 1. 


3 3 
1.1 1 1 
А -|0 0 O 0| 
000 0 


EXERCICIOS 


D.328 Determinar as características das seguintes matrizes: 


ali -2 3 b) t £2 1 4 oļi -1 1 
2 2 1 -2 1 1 1 2 3 -1 
2 4 6 тото 0 2 4 
3 1-13 
d) 2 1 -1 e) 2 1 3 0/11 
3 1 -2 09 1 2 1 
-1 2 1 2 -1 53 4 3 
4 1 1 4 2 6 5 2 
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g|' 020 mit: dt 11 
2 3 0 1 2 3 10 

4 213 1 10 

3 12 3 


0.329 (EPUSP - 58) 


a) O que é característica de uma matriz? 
b) Qual é a característica da matriz abaixo? 


112. Teorema de Rouché-Capelli 


Consideremos um sistema linear 


ах) “ах; +... 


ах + арх +... 


1 0 
01 
0 1 
о 0 

0.330 (ІТА-62) 
3 
2 4 
4 7 


о о о о 
о о o 


ES 


Justificando a resposta, calcular a característica da matriz 


; В > 
D.331 (ITA-64) Qual o valor máximo da característica de uma matriz 3x 4? 


D.332 Discutir, 


а) | 1 
1 
a 
Ы [1 


1 m 
2 m 
-1 2 


1 1 
1 m 
1 -1 
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segundo os valores do parâmetro a, as características das seguintes matrizes 


la 1 

a 1 a 

1 1 а? 
4 8 

3 9 27 


m 1 
1 m 
1 3 


amX1 + am х; dC 


+ amnXn = bm 


Sejam A e B as matrizes incompleta e completa do sistema, isto é: 


а а ain 81 аш 

ам аз 82n az) ао 
А- B = 

amı am атп ami âm2 


O sistema linear 5 será possível se, e somente se, 


Demonstração 


ain bi 
82n b; 
amn Dm 
p (A) = р (В). 


Suponhamos que S seja possível e seja S' um sistema escalonado equiva- 


lente a S. 
Sejam 
А“ matriz incompleta de 5' 
B’: matriz completa de S’. 


Por definicáo de matrizes linha-equivalentes, 


A' é escalonada e linha-equivalente a A 
B' é escalonada e linha-equivalente a B. 


Sendo 5 possível, 5” poderá ter um dos tipos: 


апхі + арх) +... + аха = bi 
о) амха +... + anXn = ba 
annXn = br 
ou aux, + . + ainXn = bi 
(D) ax, + + арх 2b) ^ 
( akrXr +... + aknXn = bk 


onde aj; +0, Yi € (1, 2, ..., п} 


( > 2) 
(rj 


e com К< n). 
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Tanto по caso (D como no (ID, o número de linhas não nulas de A' e Б” 


é o mesmo. Logo p (A) = p (B). 
Além disso, se 5” for do tipo (1) então p(A) =p(B)=n e 


se S' for do tipo (D então o (A) = p(B) < n. 


Reciprocamente, se p(A) - p(B) = n, S' será do tipo , isto é, possível 
e determinado. E se p(A) = p(B) < п então S' será do tipo , isto é, possível 


e indeterminado. 


EXERCICIOS 


D.335 Classificar e resolver o sistema abaixo, utilizando o teorema de Rouché-Capelli 


x+ y-22=4 
(zeli 


2x *2y + 2-2 

Solução 
1 1 -2 

А-|-і 4 -3|, matriz incompleta do sistema 
2 1 
1 1 -2 4 

в-|-1 4 -3 1 |, matriz completa do sistema. 
2 101.2 


Determinemos P(A) e p(B). 


Escalonando a matriz B obteremos: completa 


l 1 
121-214 11-21 4 
І 1 
-1 a 3111410 5 515 
1 
22 112 оо 51- 


p(A) = PIB) = 3 = п => sistema possível determinado. 
x+y-22=4 
Solução do sistema | Бу -52=5 


6 m 
portanto (-,-т -5 é solução. 


temos: 2 = ~ Я > 
5 5 


6 9 9 1 
sg: К 5 


D.336 Classificar o sistema abaixo, utilizando o teorema de Rouché-Capelli: 


-x + Зу- 2-2 
3x- у%22-1 


2x +2y+ 2 = 3 


LU 
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do 30 A 1 3 4 2 
ы E: в- 3 1 2 1 
2 2 1 2. 135 4d 


Escalonando a matriz completa, vem: 


-1 3 -1 


1 1 
Е КЕЧЕ: 
1 211-0 8 -417|4І0 8 417 
і 
2 113 08 117 00 010 
t 


temos, então р(А) = p(B) = 2 <3, portanto o sistema é possivel indeterminado. 


D.337 Utilizando o teorema de Rouché-Capelli, classificar e resolver os seguintes sistemas: 


o У% 2-4 bí-x- уз 2-0 

х%2у% 2-1 2x * y+ 2-1 

X* y *22-3 ( 5x + 4y - 22 - 1 

c)(3x+4y- z*2t-2 difíx* y+2=2 
2x -2y + 2-3t=5 с н y+z=2 
-x + Зу %22- t-3 Ux + 2y + 2=-1 
2х+7у+ z+ t- -1 

КЕ? y+ 2-1 Орох + y+22=1 
х- 22у +2 = 1 2x- y- 2-1 
x+ y-22=1 L3x+2y- z=2 


D.338 Utilizando o teorema de Rouché-Capelli, classificar os seguintes sistemas: 


E EA Ы(х+у = 2 с) x-2y * 2-5 
2х + 3y + 22- t = 2 ues DNE 
x ty =-1 x~ y- 2-0 

df 2x- у- z=2 е) (Зх + 2y + 32-2 flf -x- y- 2-2? 
-x %3у-22-4 ES y- z=-1 PRICE 

x + 2y -3z =6 2x + y+2z=1 2x -4y + z--3 


D.339 (EESCUSP-66) Dado o sistema 
xt yt 2-1 
| x + a2y + z = a? 
2х + 2y + (3 - а)? = b? 


Para que valores de a e b este sistema é: 


a) possível? b) simplesmente indeterminado? c) duplamente indeterminado? 
Justifique as respostas utilizando o teorema de Rouché. 


D.340 Determinar o valor de k, de modo que o sistema 


-x + 2y + kz = 1 
n + 4y - 42 = 2 
2x+ үз 2 = -2к 
seja: а) indeterminado b) impossível 
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EXERCICIOS SUPLEMENTARES 


D.341 (IME-64) Determinar o valor de x3 que satisfaz ao sistema de equações lineares 


хі tx; * X3 * X4 -0 
хуб +c 4 d) + x2la t c + d) + xala t b + d) * x4la * b * c) = 

X ¡(bc + bd + cd) + xa (ac + ad + cd) + xs(ab + ad + bd) + xąlab + ac + bc) = 0 
xjbcd + x2acd + x3abd + xgabe =B 


D.342 (EPUSP-60) Para que valores de a são equivalentes os sistemas: 
х= 1 ах +у >а + 1 
е ? 
y = 1 х+Уу = 2 
0.343 Resolver о sistema 
2Х.2У.22-4 
3X . 32.39. 9Y 
125 + 5Х. 52 


D.344 Resolver o sistema: 


y-z2*cosA-x*cosC- 0 


БЕРІСІ 
z-xºcosB-y-cosA=0 


sendo, A, Be С ângulos internos de um triângulo. 


D.345 Resolver o sistema: 


1092 (x * y + 2) - 0 
logy (x + z) = 1 
loga 5 + loga x = loga (y - 2) 


D.346 (EPUSP-62) Mostre que as retas de equação 
х +ау + а2 = 1 (а Є IR, variável) 
cortam-se duas а duas е que entre elas não existem três passando por um mesmo ponto. 
D.347 Provar que se o polinômio na variável x 
Р(х) = agx? + аухП-1 + аухП-2 +. + ay, 


assume valor numérico zero para п + 1 valores distintos de x; então P (x) = 0. 


D.348 Achar os polinômios Р(х) do 49 grau que verificam a identidade Р(х) =P(1 - x) 
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RESPOSTAS 


CAPÍTULO | 

D1 а) 5, 7, 9, 11, 13, 15 
b) 3, 6, 12, 24, 48, 96 
c) 2, 22, 24, 28, 216, 232 
d) 4, 4, -4, -4, 4, 4 


D.2 


e) -2, 22, 26, 2%, 2120, 270 


а) 1, 4,7, 10, 13,16 

b) 6, 18, 54, 162, 486, 1458 
с) 2, 6, 12, 20, 30, 42 

d) -2, 4, -8, 16, -32, 64 

е) 1,8, 27, 64, 125, 216 


CAPITULO Н 


D.10 


р.13 
D.14 
D.16 


D.17 


D.18 
D.25 
D.27 
D.28 


(-1,0, 1), (0, 1, 2) ou (1, 2, 3) 
(2, 6, 10) ou (10, 6, 2) 
(0, 0, 0) ou (6, 12, 18) 
(-1,1, 3) ou (3, 1,-1) 


C9, -4, 1, 6) 
(3, 7, 11, 15) ou (15, -11,.-7, -3) 


(1, 4, 7, 10) ou (10, 7, 4, 1) 
(2, 0, -2, -4, -6) 


(2, 2, 2, 2, 2) 


35, 80 e 299 
3 
-2 


D.3 


а) a =3 e an = ana +3, V 
b Ыы = 1 e bp=2-*bpna. Y 
с) c = 1есп- Cum ow 
4) а = беф = dpa +1, V 
е) е = Оеер = еңі + 1, V 
820 

(-3,-1,1,3,...) 

(20, 23, 26, ...) 

(89, 93, 97, ...) 

„ү pracasf 

рға р-а 
m+n=p+a 

43 

»"- 

a 

69 

601 

849 

6171 

30 

61 425 

14 520 nín + 1) 

600 


n>2 
п2 2 
п 2 2 
п 2 2 
п 2 2 
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0.119 (3, 6, 12, 24, 48, 96, 192, 384, 768, p.427 . (209 
2 


1-n 
D.53 рө 259 1536, 307 
2 61 252 E 2 8 0.128 /2 + 1 
0.55 31 0.63 4549 050 0.121а) =; Ы --; 0.129 15 
. 2 2 
0.56 30 0.64 7 142 135 8 D.130 136 
0.57 16 0.66 а; = 5ег-= 2 ci 29; а) - — . г 9 
D.58 14662 0.69 а =K-r,kEZ 6 15 1 125 
ces 3410 3 0.70 (3, 4, 5, 6, 7, 8) 0.1224 0.131 {а Є в | 2 <а<2}е св: 
нта E D.71 {-9,-4, 1,6} ла 
з 0.123 5 0.132 т 
0.60 а= - 5 ег = 3 0.133 2р 
БЕРЕКЕСІ 0.134 2A 
| E J3 2/3 та? 
139 169 D.135a) 2a b) =, c) Li ; d + 
CAPITULO Iii D.125 a) 333 b) 33 
D.136 а) 4a(2 + 42) b) T*a* (2 +42) 
47 4 
D74 x- 6-a D.98 a m eq-3 с) 25 а) 3646 ma? 
D.75 x=3 с) 2a? d) 3 
D.99 12 12022 
0.76 -5 | 0.126 o 
D.103 q = = 
D.77 Р.С. da razão -1 2 
D. 104 6 " 
D78 а) V b) Vc) F Бос CAPÍTULO IV 
Ре) Vf) v j 2 1 1 2 
333 D.107 а) 245 b) 220.3190 су 325. 2300 М АННЫ БАЙ es 
D.79 8:4:3 d) - 22145 e) 1 f) а5050 0 0 1 1 0 
D.80 (2, 10, 50, 250) nín4 1) 0.139х= 1 e у= 0 
0.81 (1, 4, 16, 64, 256) 0.108 а) logfant!.2 2 0.140 х = 0, у = 3,2 = 4,1 = 1 
0.82 (2, 6, 18, 54, 162, 4 
86) E D.141 5 5 S x 
0.83 а- 2, Ь = 6, с = 18e 1-5 А +В = еА - В = 
= 30 ou vice-versa. Ы а= 2 E ds 
D.84 te. 12, 18) D.109 - 1 D.142 3 8 8 Te -1 0 -4 
756 . 3784 A+B+C= А = + = 
ЛЕ D.110 2 3 (o Vous A 6 
0.89 q = PEER AA p.111 1923 
2. 512 "d E 5 A+B+C ) e 
A-B-C- е- Е 
0.90 1 <q < 1145 320 - 1 -6 -5 -8 4 -3 - 
2 0.112:- 
D.91 12, 12, 12 ош 8, 12, 18 » D.143 8 9 16 
_ аа  - 1) 
D.92 *=kToux= fl + Окт, SISE 4-1 С-|9 146 25 
com К inteiro D.114 [3] 2 16 25 36 
D.94 = 2:39 : 3-4n- 1/73 
8100 D.144 42 
= 310 ^ 
D.95 ад = 3 D.1158 р.145а= = у= $ = 1 
D.96 nào D.116 11 D.146 x = -3e y = 2 
D.97 248 832 D.117 19 
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162-D 


D.148 1 3 
“iz (m 
D.149 5 
x=] 2 
D.150 2 2 ; 
2A = .5B= 
10 14|'3 
D.151 a) 5 4 b) 
2 
x= EE X= 
2 
1 3 
с) 4 55 а) 
X= X= 
1 3 
2 4 


D.154 -15 11 
Х-(|-38| e Y= |28 
-9 9 


D.155 a) [ | ы [з 1 


^ 
ч 


D.159a) | 34 b) 6 1 
56 14 2 
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a NIN 


D.161a) [a b 2 -F ыа ® е жық» 
= d e ғ|- [1 0 -1 
© б Б 23 
% в 9 h і 2 -1 0 
D.162 E 
D.163 x = 1 — 
x=38Y= 2 
D.165 b b) [a b 
МІ com a, b € R coma, b Є В 
b a-2b b atb 
c) Га 0 0 
b a о | сота, b,c ER 
с b a 
0.168 а) |6 1 b) [o 19 с) [18 о |а) [sa 189 
5 5 85 0 18 42 54 
D.170 +1 0 Ж YT = bc b 
- ou = ou 
0 +1 с -41- bc 
ga Im deb, сЄ Rebc < 1 
- onde b, c e bc ж 
c VK 1 - bc 
1, 41-4 
Bit. [e œ ы 1 0 T 2* 3. b 
= ou = ou = ou 
0 o о 1 1 V1-4bc 
c I n к= OG 
2 2 
1 /1-45 
2. 2 d 1 
X = onde bcEReboS — 
1, YT-4bc ^з 
с 38-ы 
2 2 
1 
D.172 а) 1 -1 c) 51 
14,58 
х- |2 7 515 
1 
5 2 z 2? 
5 
b) -1 0 d) 0 -3 
Х- X = 
o 5 
-5 2 3 
165-D 


D173x-2,y-5,2-2-4 

0.174х = 4, у= -2,z = -1 

0.175 с; = aij + bij = aji + bji = Cji 
Yi jE, 1, 2, ..., п} 


Aqu 


D.176 
A 


D.179 a) 3 c) cos 3a 
X = X = 


D.180 а) | | ы Ax 


п 
> 
5 
со 
E 
х 
u 
As 
a 
En 


D.182 а) X 


d) X = A-1B-1A e) X= A-!gt 


[ 

9, 
1 

> 


f) X= 


D.183 a) n la b) E 
X X = 


CAPÍTULO V 


D.187a) 2 b)-12 c) 6-5 
0.188 а) sen (x + y) Ы) 1 
с) 6 + 4 • ѕепх - 3*cosx 


da 


D. -m? 

189 а) log УБ b) -m 
1 

D.190 a) х= 2 оох = - 5 


1 
b) х= -1 ou x= = 


2 
0.191 а) 1 b) -9 с) -40 


166-D 


1 
9 5 
2 2 -2 
1 
В-1--.)- - 
gc 3 -2 
0 -2 2 
| b) Á X 
с) x-A!g 
1 -21 
о 13 


р.192 а) 121, b) bla? - c2} 
c) 4m + 8n - 26 


1 
D.193a) х= Ы x - 0 ou 
c) х= 0oux- -2 
м З 
0.194 x = + — 
3 


D.195 Do; = -25, 0,3 = 


D.196 -19 


0.197 013 = -25, Dag = 


Баз = -4. 


Ad 
2 2 
cde dq 
2 
х-1 
- 26 
= -19, 


0.198 Di; = 1, Da; = -41, D33 = -9, Dag = 29 


D.199 a) -54 b) -44 
D.200 a) -208 b) a? + b? c) 48 d) abcd e) х2у222 
D.201 -3a + 3d 

D.202 -25 

0.203 a) 2ах(2 - За) b) O (zero) c) 3696 d) zero 

D.205a) Tem 12 е 38 colunas proporcionais; 

Ы) tem 12 e 38 colunas iguais; 
c) Tem 22 e 32 colunas proporcionais. 

D.209 |a+b+c 1 2 a 1 2 b 1 2| |с 1 2 
a-b*c 3 4|= |а 3 4[+|-ь 3 4f+]|c 
a-b-c 6 a 5 6 -b 5 -c 5 

D.2108 


D.212 Uma condição necessária e suficiente para que um determinante se anule é ter uma fila 
que é combinação linear de outras filas paralelas. 


D.215P.10, P.3, Р.10 е P.7 respectivamente 
D.225a) 281 


b) 30 
c) -24 


0.226 a) (x - y) (2-х) (y - 2) 
b) (a+b +c) (b-a) (a-c) (b-c) 
c) {a +b +c) (b-a) (с-а) (c- b) 


D.229 S = (3а, а} 


D.2308 xyzt 
D.232 Sim 


D.236 a) 240 
b) -42, 
c) (a? - a) (a? - b) (b - a) 
0.237 (e - a) (e - b) (e- c) le - d) (d - a) (d - b) (d - c) (c - b) (с-а) (b - a) 
D.238 (t - x) (t- у) (t-z) z-x) (z - y) ly - x) 
р.239 S - 11, 2, 3) 


D.240 -34 560 
D.241 12 

-2 
D.2425 - 1-5, 1, 2) nina 3) 
D.243 Positivo pois D = (- 1) anbn-1 + 
D.245 1 
D.2516! - 720 termos ы 
0.252 т = 5 
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р.254 5 -3 
А-1 = 
-8 5 
1.0 0 
1 
-1 = АЕ 
D 0 2 0 
1 
0 0 3 


D2862 1025-7 


CAPITULO VI 


р.257 а, с, f, 9, h 

D.258 É solução 

D.259 Não é solução 

0.260 (1, 3, - 1), por exemplo 


D.261 а) 1 -1 1 


-1 2214: 
5 -1 
b) 3 -5 4 -1 
2 1 -2 0 
-1 -2 1 -3 
-5 -1 0 6 
с) а b c 
-m n 0 
ab -62 m 
e) 2 -3 
х 
Е j i | | 
y 
2 -1 
“|1 1 -1 1 
-1 -1 -2 3 
5 0 3 -1 
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1 2 
3 15 
2 1 
3 15 
li 0 1! 
1.0 0 
21 1 ~ 
2 
5 
1 
х 8 
y -3 
|. 1 
t 4 
d d) 
e 
f 
f) 
x 3 
у|= |1 
2 7 


/2 


sena cosa 
-cosa sena 


1 0 0 
= |-3 1 0 
16 -7 1 


-3 2 х 7 
7 -1|“ |у} = |0 
J3 2 z 5 


ӨРІМ 


h) [sena 
cos b 


sen b 


-x-z=0 


р.262 а) [2x + 4y + 9z = 
Зх + 7, + 32 = 0 


с) fax + by = a? 
сх + ау = аһ 


ех + fy = b2 


0.263 Мао é solução 
D.264 É solução 


-sen b 
x 
2cosa | |- -1 
y 
-3 cosa -2 
0 


н 
J 
N 


b) f5x +2y-z+3t= 
-x + By ~ 2z +t 


d) (х%2у-1 
Зу + 32 = -1 


-y=2 


Ш 
I^ 


D.265 a) 3 -2 3 -2 
-2 1 -2 1 
1 4 1 4 -1 
b) 2 4 -1 2 4 -1 2 
-1 -3 -2 -1 -3 -2 4 
3 -1 4 3 -1 4 -3 
с) фа -1 b a -1 b c 
a2 0 ab a? 0 ab d 
0 -b a 0 -b a e 
d) 1 1 1 1 1 
2 3 2 3 4 
-1 -1 2 -3 
4 -1 4 -1 7 
1 3 4 
+ 0.266 а) (2-3) b) 5-25 c) (1, 1, -1) 
d C230 sui, 2 m 1,0,2 -1) 
2 2 
3 5 3 Я " 
ж D.267a) (5, -2, 3) b) (2,-2,1) с) ( 2 8 2! d) impossível 


+ 0.268 (-1, 2, 2) 


-9 
D.270 y = ЕТІ 

-9 9 
D.271 (-3, 14” 17) 


0.273 (sen a, cos a) 
D.274 a, b, d, e, f 
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D.275a) (-3, 0, 2) b) (5z - 10, 3 - z, z) 
d i$,2,0 а (217048 Je ра q) 
е) í шыг em) f) C50 38 «5, 30- 28- 2, a, f) 
D.276 a) sistema possível determinado b) sistema possível indeterminado 


D.277 (1, 2); sistema possível determinado 
D.278 Soluções 
a) sistema possível determinado (-11, -6, -3) 
b) sistema possível indeterminado (-12 - 130, -11 - 110,0, 5 + 50) 
c) impossível 
d) sistema possível indeterminado 


6-144 2-70 1-14a 


( 7 407 $ 7 © 
е) sistema possível determinado (- 2: 12-1 2; 
5!” 55 
1 1 2 
(- 5” Te 5” 5) 


f) sistema impossível 
0.279 (-Q, -1-о a) 
D.280 (1, 3, 4) 


D.283 a) m 7:2 — sistema possível determinado 
m = 2 — sistema possível indeterminado 


b) fa 35-1 —-— sistema possível determinado 
а = -1 — sistema impossível 


c) É F-1ea 3 — sistema possível determinado 
a = -1 ou a = 3 ——— sistema possível indeterminado 


1 
а) fa +z еа É-1 ---> sistema possível determinado 


ou a = -1 —> sistema impossível 


D.284 a Æ 0, - 5 e —> determinado 


1 
а- 0 ой- > = indeterminado 


---> impossível 


0.285а= + 1; Ҹа; ае 31 


0.286 m É i e m 3-1 — determinado 
m= 1 ——23 indeterminado 
т--1 — —* impossível 
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0.287 [а X 6 — determinado 
a=6eb=3 -——— indeterminado 
a=6eb%3 —> impossível 

3 2 - ЗЬ 2ab-1 

4 > A EA 

A NA о} 
а-ігь-2--(2- за, о) 
а-Зеь #2 ----> impossível 


0.289 Vm € IR 


D.290 m=0 -->(1,1) 


1 3 
m= -1 — (5,5!) 


m 0 e m £-1-———> impossível 


n291p - 4 qe! 
с с 
3 1 
D.292 | т-1 — (5,5) 
т = -2 —> (0, 2) 


m Z1em É-2 ——» impossível 
D293a-6eb-8 


0.296 a) ( m £1 e m 3 -2 ——> determinado 
m=1 —> impossível 
Um = -2 —> impossível 


ы [m #1 ет 3-1 — determinado 
т-1 — impossível 
Lm = -1 —— impossível 


r 


0.297а) | a F1ea É -5 — determinado 
а = 1 — indeterminado 

1 
а = - 2 — ——5 impossível 


Ы f a 61e a -4 --- determinado 
а = -4 -——* impossível 
а = 1 ---> indeterminado 


0.298 [p #1 ер %-2 ———» determinado 
р = 1 — indeterminado 
р = -2 ----?ітроввіугі 
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D.299 (m ara E ———— determinado 
-1 ------> impossível 


D.300 (тэ-1ет---4----- determinado 
m-21 -----іпдегегтіласіо 
m = -4 ------ітроввіуе! 
Ше 2 е т £1 — determinado 
= 1 — ——2» impossível 
-2 — — —35 indeterminado 


D.301 


0.302 [т 0 e m 1— determinado 


m =0 — impossivel 


m =1 ————— impossivel 


D.303 E 350 e m #1 ———» determinado 


0-2 dm mA 


) 


m? 
----> indeterminado 


E 


0 — —29 impossível 


0.304 | para m 31 em 7-1, sistema possível determinado 


ті2т - 1) 2 т 2m? 
”-1.. m*1' 1 -m? 


para т = +1 sistema impossível 


m md — determinado (m + 2, 1, -2) 
- 2 — indeterminado (2 - 2, 1, 2) 


3 
D.306 a = 5 
D.307k = 5 
17-40а 3 
D.308 a) k = 6, Ы 06,9 6) 


= -2 ----> impossível 


0.309 а = 1 impossível 
а 
а £1 еа 3 -2 — determinado 


3 


D.311m = ¿e k=-6 

D.312 | a 5-6 ea %3 ———> determinado 
а = -6 e b %-5-———> impossível 
a = -6 e b = - 5 ———» indeterminado 
a=3eb a ———> impossível 
a=3eb= ————> indeterminado 
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D.313 (0, O, 0) 


D.314 (-a, 


а, 0) com а € IR 


0.315 (Za, -la, a coma ER 


D.316 (20, 


D.318 a) 


b) 


0.319 |к-те k+- — —— determinado 
к= 1 оик --5 ————> indeterminado 
D.320 m = -1— (- 2, -£ о 
2 2 
3 
т--2---”0, -a, a) 
0.321а - 1. 
" “2 
4 -30 -5« 
=- = ==, —— Є 1 
0.322 к 94% (> 473 ¿0,4 € IR 
0.323 т = 1, (-а- В, о, 8) , a € IR, BER. 
0.324 (т = -2 ои т = 0) е grau de indeterminação 1 
0.325 ара 
dio 
3 
D.326 (- 5, -1, 0, 1) 
D.327 k = 1 
D.328 a) 2 b) 4 c) 3 d) 3 e) 2 
9) 3 h) 4 
D.329 b) 3 
D.330 2 
D.331 3 
D.3322) га #1 ———>p=3 
E =1 ——— ps1 


1 


3 
Зза, о), а Є В 


т 3 ----“ determinado 
= 3 —— indeterminado 


т и Зет 35 — determinado 
= 3 ои т = 5 — indeterminado 


а +2еа +3 — р = 3 
a=2—=>p=2 
a-3—p-2 
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0.333 m = -1 ou m = -2 
D.334 m 3-1 


D.337 Soluções 


QIN 


a) Possivel determinado (1, - 


A TESTES 


b) Indeterminado (1 - 2а, За - 1, œ), GE IR 
c) Impossivel 
d) Impossivel 
e) Impossível 


f) Possível determinado (1, O, 1) SEQUÊNCIAS 
D.338 a) Indeterminado 
illes TD.1 (PUC-76) A definição por recorrência 
c) Determinado 
d) indeterminado ај = а 
е) indeterminado е 


f) Impossível ap=ap tr 


в. * "S MERE 7 
8345 ada-leb-tVI ua tie YbER sendo a E R еге , com p € N* pode definir uma seqüéncia do tipo 
b)a--1 a) (5, 4, 7, 9, 3, 16, ...) b) (2, 4, 8, 16, 32, ...) 
с) а= 1еЬ= +72 c) (4, 9, 14, 19, 24, ...) d) (4, 7, 13, 25, ...) 
0.340 indeterminado => k = -2 е) (1, d r 4. m 
impossível «— k - 12 2 4 8 
-в TD.2 (PUC-76) Se an = (-1)" —".- com n Є Nº, então a ѕедйёпсіа definida é dada por 
эзер ети n+1 
D.341 х 
(a-c) (b-c) (с-а) i ada -— 
(6, 5, 2. Ы (=, 2, 7, -,.. 
0.342 ya E R - {1} а) (з, r Бе) 230405 
D.343 (1, -2, 4) 1111) а (1.2.3 4 
© (с, ga gs: 1065. 5 qm) 
0,344 Sistema indeterminado ——> ¡Lisa £-snB q, 2 34 5 
sen C senC ' e) 59245076: ) 


D.345 impossível TD.3 (FFCLUSP-69) Considere a seqüéncia (а), аҙ, аҙ, .., an, ..) cujo termo geral é 


ДЫП элү 1 i ira? 
0.348 Р(х) = ax^ - 2ах3 + bx? + (a - bx +c ар = (-1) + n* sen E Qual das alternativas é verdadeira? 
a) o limite da sucessão (ay) é -1 


c) a sucessão (an) não converge e nem diverge 
d) a sucessão (an) diverge para +оо; 
e) nenhuma das respostas anteriores é verdadeira 


о 

b) o limite da sucessão (an) é 1 
a 
a 


TD.4 (CESCEM-72) A sucessão 


К 1 1. 1. 3. dix o 1. LN 1 
di uo A а cr EN D LE LEM нуи gi: 
1 А 
a- gn*i Pe É 
a) oscilante b) convergente para a 
c) estritamente crescente d) estritamente decrescente 


е) divergente 
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TD.5 (FEI-71) Dentre as sequências (хі, X2, ..., Xn, ...) abaixo, uma delas tem o termo geral: 
ЕРЕ LAN BN: (1:45) é: 
74/5 2 2 
а) 0,0, 0, 0, .. b) 5. -V5, V5. -V5. ... 
а V5 V5 +1, У5 + 2,6 +3,.. q 1,1 A 


LET i neben vs 
e) 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, ... Vs’ 5' ss' 25 


TD.6 (CESCEA-73) A seqüéncia (уп) > 1 é tal que yn - yn-, = 2n, рага n > 2. 
> 
Sabendo-se que y, = -1, então, o termo узу é igual a: 


a) 41 b) 459 с) 359 d) 460 


TD.7 (CESCEA-67) Qual das seguintes sucessões não constitui uma P.A.? 


а) 1,6,11,16,... b) 4,-1,-6,-11,... 
1 5 7 1 1 1 
Ол, wy Rec . do gar 


TD.8 (FEI-68) Se as variáveis x e y estão relacionadas pela equação y=ax+b(a £O e 


b #0) então 

a) y é diretamente proporcional a x 

b) atribuindo a x os valores 1, 2, 3, ..., os valores correspondentes de y formam 
uma Р.А. 


с) As diferenças correspondentes Ау e Ах são inversamente proporcionais 
d) y é funcáo crescente de x 
e) nenhuma das respostas anteriores. 


TD.9 (PUC-69) Se em uma Р.А. de 7 termos, de razão k, retirarmos o segundo, terceiro, 
quinto e sexto termos a sucessáo restante é uma P.A. de razáo: 


a) k b) 2k с) 5 d) 3k e) nada disso 


TD.10 (MACK-76) O valor de x, tal que os números 2x, 3x e x? sejam termos consecutivos e 
distintos de uma progressáo aritmética, é: 


a) racional e maior que 10 Ы) inteiro e múltiplo de 3 
c) inteiro e divisor de 12 d) um número primo 
e) inexistente 


TD.11 (MACK-76) O valor de x para que log 2, log (25-1), log (2% +3), nessa ordem, 
sejam termos consecutivos de uma progressáo aritmética, é: 
a) fog) 3 b) log? 5 с) log27 а) 3 e) inexistente 

TD.12 (G.V-75) Em um triángulo, os trés ángulos estáo em progressáo aritmética e o maior 
ángulo é o dobro do menor. Então o menor ángulo mede: 


a) 10º b) 20º c) 30º d) 15º e) 40º 
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TD.13 (PUC-68) Os lados de um triánguio retânguto estão ет Р.А. de razão 3. Calculá-los: 


a) 3,6,9 b) 6,9,12 с) 12,15, 18 d) 9, 12, 15 
e) nenhuma das respostas anteriores 


TD.14 (CESCEM-77) As medidas dos lados de um triángulo são expressas por x * 1, 2x, 
х2 - 5 e estão em P.A., nesta ordem. O perímetro do triángulo mede: 


a) 8 b) 12 c) 15 d) 24 e) 33 


TD.15 (CESCEM-67) Se a soma dos termos de uma Р.А. de trés termos é igual a 15, então 
о segundo termo da progressáo vale: 


a) 3 b) O с) 2 d) 5 
e) não pode ser calculado, pois não é dada а razão. 
TD.16 (CESCEM-76) О 3? termo с да Р.А. (а; b; с) ё: 
а) 2b-a b) a+2b с) 2а%р d) 2(b-a) el a+b 


TD.17 (COMSART-73) Três números em progressão aritmética, apresentam uma soma igual 
a 9 e uma soma de seus quadrados igual a 59. Estes três números são dados por: 


a) -2,3,8, b)2,3,4 с) 1,3,5 d) 0,3,6 
e) nenhuma das respostas anteriores. 
TD.18 (PUC-68) O 150º número ímpar positivo é: 


a) 151 b) 291 c) 301 d) 299 
e) nenhuma das respostas anteriores. 


TD.19 (MACK-69) O n-ésimo termo da progressão aritmética 1,87; 3,14; 4,41;... é: 
a) 1,27n? + 0,6 d) 1,27 +0,6 
b) 1,27n + 0,6 e) nenhuma das respostas anteriores 


с) 1,27 + 0,6п 


TD.20 (Су-73) А soma do 49 е 8º termos de uma Р.А. é 20; о 31º termo é o dobro do 
16º termo. Determine a P.A. 


a) :-5,-2,1,... b) :5,6,7,... 

с) :0,2,4,... d) :0, 3, 6 9, ... e) :1,3,5,... 
TD.21 (MACK-74) As progressões aritméticas: 5, 8, 11, ... e 3, 7, 11, ... tem 100 termos 

cada uma. O nümero de termos iguais nas duas progressóes é: 

a) 15 b) 25 c) 1 d) 38 e) 42. 


TD.22 (CESCEA-75) Quantos números ímpares há entre 14 e 192? 
a) 88 b) 89 c) 87 d) 86 e) 90 

TD.23 (PUC-68) Sendo 47 o décimo-sétimo termo de uma progressáo aritmética e 2,75 a 
razáo, calcular o primeiro termo. 


a) -1 b) 1 c) 2 d) O 
e) nenhuma das respostas anteriores 
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TD.24 (PUC-76) Se о 49 е о 99 termos de uma progressão aritmética são, respectivamente, 
8 е 113, então a razão г da progressão 6: 


a) r=20 b) r=21 с) г-22 d) r=23 e) r=24 


TD.25 (CESCEM-76) Considere as proposições 


| — O número que se deve inserir entre a e b para que os três formem P.A. 
b-a 
2 
l| — Sendo (ai; аз; аҙ; ...) uma P.A., então as + aj = Zas. 


ІН — A razão da Р.А. (a, 38 1; 2а+2;...} е S +1 


é 


a) somente | é correta 
с) somente III é correta 
e) somente | é falsa 


b) somente Il é correta 
d) somente III é falsa 


TD.26 (МАСК-68) A razão de uma Р.А. de 12 termos cujos extremos são -28 e 60 é: 
a) 5 b) -5 c) -8 d) 8 e) 10 


TD.27 (CESCEA-68) Os 5 meios aritméticos que devem ser inseridos entre v2 -1 e 


Мз +1 são: 


а) М2 -1, V2 - M2, V2 +5, М2 +1. 
b -2, -1, 0, 1,2 


d V2 -s, V2 -3, V2, V2 «3, V2 +5 


Hs 
2 


TD.28 (PUC-77) Ao se inserir n meios aritméticos entre 1 e n?, a razáo de P.A.:1,.. 


n2, 6; 
а) n b) n-1 c) n*1 d) n-2 e) n*2 
TD.29 (CESCEA-74) Seja a}, a2, .... , an, an+ uma Р.А. Assinalar a afirmação falsa: 
8n-1 + ал+ 
а) an= =z у b) an - àn-1 = 8n«1 - an; c) ар-ар = пг-г; 
ап-а 
d) 2Sp = (ap -аџ)п; е) г< ПОТ ' n21. 


TD.30 (CONSART-74) A soma dos nümeros pares positivos menores do que 101 é 
a) 2448 b) 2550 c) 2500 d) 5100 e) 5050 
TD.31(FFCLUSP-68) A soma dos números inteiros positivos menores do que 101 e não 
divisiveis por 4 é: 


a) 1300 b) 5050 c) 6350 d) 3750 
e) nenhuma das respostas anteriores 
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TD.32 (GV-71) A soma dos múltiplos de 7 entre 20 e 1.000 é: 
a) 70 539 b) 71 400 c) 71 540 d) 76 500 e) 71050 


TD.33 (CESCEA-72) A soma de todos os nümeros naturais compreendidos entre 100 e 200, 
e tal que o resto da divisão de cada um deles por 5 seja 2, é: 


a) 2990 b) 2691 c) 2713 d) 2027 e) пӛо sei. 

TD.34 (MACK-74) A seqüéncia (а), аҙ, аҙ, ..., an) é uma progressão aritmética de razão 
2 e primeiro termo igual a 1. А função f definida por f(x) = ax + b é tal que 
(flag), Қа;), flag), .., flan)) é uma progressão aritmética de razão 6 e primeiro 
termo igual a 4. Então f(2) é igual a: 

a) 5 b) 7 с) 9 d) 11 е) 13 


TD.35 (PUC-77) A soma dos п primeiros termos da progressão aritmética: 


n n+1 1-п 1-п 1+n 
2. b) —— с) —— d) 2n2 


TD.36 (CESCEM-75) Em uma sucessão, o termo geral tem para expressão un=2n-1, 
Y n Z1. A soma dos 100 primeiros termos dessa sucessão é: 


a) 100 b) 199 с) 9 800 d) 10000 е) 20 000 


TD.37 (PUC-76) А soma dos n primeiros termos de uma progressão aritmética é n? + п, 
Y n € N*. Então a razão ё: 


а) r=3 b)r-4 с) r=1 di r=2 elr=5 


TD.38 (EAESP-GV-77) A soma dos n primeiros termos de uma progressão aritmética é 
(n + 2)2n. Se o termo de ordem n é tal que 20 < aj < 26, então n vale: 


а) 5 b) 4 c) 3 d) 2 e) 6 


TD.39 (CESCEM-68) Na progressão em que o primeiro termo é ay e o k-ésimo termo é 
ак = 2(К + п) ~ 1. A soma dos n primeiros termos da progressão é: 


2 
a) 202 + n?) b) ааа с) тах d) 3n? 


e) nenhuma das respostas anteriores. 


TD.40(GV-71) Sabendo que a soma do segundo e do quarto termos de uma progressão 


aritmética é 40 e que a razão é 4 do primeiro termo; a soma dos dez primeiros 
termos será: 


a) 350 b) 215 c) 270 d) 530 e) 400 


TD.41 [MACK-76) Se a soma dos 10 primeiros termos de uma progressão aritmética é 50 e 
a soma dos 20 primeiros termos também é 50, entáo a soma dos 30 primeiros termos é: 


a) O b) 25 c) 50 d) 100 e) 150 


яо Ty 


TD.42 (GV-70) А soma dos termos de uma progressão aritmética, cujo primeiro termo é 4, 
o ultimo termo é 46 e a razão é igual ao número de termos, é: 


a) 50 b) 100 c) 175 d) 150 
e) nenhuma das respostas anteriores. 
TD.43 (PUC-70) Sendo f:IR — IR, definida por f(x) = 2х + 3, então f(1) + #(2) + fl3) +... + 
+ f(25) é igual a: 
a) 725 b) 753 c) 653 d) 1375 e) 400 


TD.44 (CESCEA-75) Seja п um número inteiro 2 1 e sejam A=1+2+3+...+n e 


B=1+3+...+(2n- 1) Assinale a afirmação correta: 
4 2 4 
а) A+B- pt b A-B- 1 c A« pa Mim 
2 2 
n(1-n) A 1,241 
ARA в = 2n 


' TD.45 (SANTA CASA-77) A soma dos vinte primeiros termos de uma progressão aritmética ё 
-15. A soma do sexto termo dessa P.A. com o décimo quinto termo vale: 


a) 30 b) 1,5 c) 1,0 d) -1,5 e) -3,0 


TD.46 (CESCEM-77) O primeiro termo de uma progressáo aritmética é -10 e a soma dos 
oito primeiros termos 60. А razão é: 


5 15 
a) 597 b) 7 с) 5 d) 28 е) 35 


TD.47 (CESCEM-75) Numa progressão aritmética limitada em que о 19 termo é 3 e o 
último 31, a soma de seus termos é 136. O número de termos dessa progressão é: 


a) 8 b) 10 c) 16 d) 26 e) 52 


TD.48 (CESGRANRIO-76) Uma progressão aritmética de 9 termos tem razão 2 e soma de 
seus termos igual a O. O sexto termo da progressão é: 


a) 2 b) 3 c) 6 d) 7 е) 0 


TD.49(GV-74) А razão de uma Р.А. é igual а 8% do primeiro termo. Sabendo-se que о 
119 termo vale 36, então a soma dos 26 primeiros termos desta Р.А. é: 


a) 1080 b) 1060 c) 1092 d) 1020 e) 1040 


TD.50 (CESCEA-74) Numa progressão aritmética de onze termos a soma dos termos é 176; 
a diferença dos extremos é 30. O valor do produto ar, onde а é o 1º termo er >0 


a razão, é: 
.a 3 b) 6 с) 8 d) 12 e) não sei. 
TD.51[CESCEA-71) Seja а Р.А. :а1,аҙ,..., 849, onde ау = 4 e a2 = 4k. O valor de k, para 
о qual a soma dos termos сіз Р.А. é 250, é: 
14 13 26 19 5 А 
а) 3 b) ж с) 3 d) ж e) não sei. 
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TD.52(GV-72) Um automóvel percorre no primeiro dia de viagem uma certa distância x; 
no segundo dia percorre o dobro do que percorreu no primeiro dia; no terceiro dia 
percorre o triplo do 1º dia; e assim sucessivamente. Ao final de 20 dias percorreu 
uma distância de 6.300 km. A distância percorrida no primeiro dia foi de: 


а) 15km b) 30 km c) 20 km d) 25 km e) 35 km 


TD.53(CONSART-75) Um matemático (com pretensóes a carpinteiro) compra uma peca de 
madeira de comprimento suficiente para cortar os 20 degraus de uma escada de 
obra. Se os comprimentos dos degraus formam uma progressáo aritmética, se o pri- 
meiro degrau mede 50 cm e o último 30 cm e supondo que não há desperdício de 
madeira no corte, o comprimento mínimo da peça é de: 


a) 8m b) 9m с) 7m d) 7,5 m e) 6,5 т 


TD.54(GV-75) Um jardineiro tem que regar 60 roseiras plantadas ао longo de uma vereda 
retilínea e distando 1 m uma da outra. Ele enche seu regador numa fonte situada na 
mesma vereda, a 15 m da primeira roseira, e а cada viagem rega З roseiras. Começando 
e terminando na fonte, qual é o percurso total que ele terá que caminhar até regar 
todas as roseiras? 


a) 1240m b) 1360 m с) 1860 m d) 1630 т е) 2000 т 


TD.55(FFCLUSP-68) А média aritmética de 50 números ет Р.А. é 100. Retirando-se 
dessa Р.А. os 39, 5º, 469, е 48º térmos, a média aritmética dos 46 elementos 
restantes é: 


a) 100 

b) menor que 100 

c) insuficiência de dados 

d) maior que 100 

e) nenhuma das respostas anteriores 


TD.56 (USP-67) 1-2%3%2-3.4%3.4.-5%...п(п%1)(п + 2) é igual a: 
а) 6.5"! b) 6(3n? - 5n +3) 
c) 6(n? - 3n? + 6n - 3) di Z nin 1) (1+2) (n 3) 
e) nenhuma das afirmacóes anteriores é verdadeira. 
n+5 


TD.57 (МАСК-76) Se у, 4(х - 3) = Ап2 + Вп + C o valor de А + В é: 


x=5 
a) -10 b) -8 c) 6 d) 8 e) 12 


TD.58 (CESCEM-66) Trés nümeros iguais constituem 


a) uma Р.А. de razão 1 

b) uma P.G. de razão O 

c) uma Р.А. de razáo 0 e uma P.G. de razáo 1 
d) uma Р.А. e P.G. de razóes iguais 

e) nenhuma das respostas anteriores. 
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ТО.59 (МАСК-69) - А razão da P.G. 3-V3 4-2У3 18-10V3 |. 


9 9 27 
FER EI ЕА 
3 3 


у 3-2У3 а 3%2У3 
2 3 
e) nenhuma das respostas anteriores 


с 


TD.60 (GV-74) Das progressões geométricas abaixo, identificar a de maior razão: 
а) V5,5,5V5,.. Bou. st 
7 7 21 
15 45 
3'3'" 


с) 104103, 109,9, 109181, ... d) 5, 


e) 10, -50, 250, ... 


TD.61(PUC-72) Somando-se um mesmo número à 1, 3, е 2, nessa ordem, obtém-se uma 
progressão geométrica. O número somado é: 


4 7 5 2 
t. bb == > d) + 
а) ) с) ) 


e) nenhuma das respostas anteriores. 


TD.62 (CESCEA-70) Calculando-se x de modo que a sucessão 2, a+x,ax сот a 5 n, 
seja uma P.G., O primeiro termo será: x 


1 1 1 
MA US -2 BUE 
a) 2 b) 0 c) 2 ou O d) e) 2 


TD.63 (CESCEM-74) O número real x é estritamente positivo e diferente de 1. 
O quadrado de x, o próprio x e logx formam, nesta ordem, uma P.G., então x vale 


1 


a) -1 b) 0 c) — d) 1 e) 10 

10 
TD.64 (CESCEM-73) Na ordem em que são dados, os números x, y, 2 formam uma Р.А, 
e os nümeros i FUN і formam uma progressão geométrica. Pode-se concluir que 


X y х%2 
a) a razáo da P.A. é igual a 3, qualquer que seja x 
b) y t z = 5х 
c) a razão да Р.С. é igual a e 
d) yz = 8x2 3 
e) não existem os números x, y, 2, nas condições acima. 


TD.65 (MACK -75) A seqüéncia (as, аҙ, ..., ап, ...) com an = Зп + 2: 


a) é uma progressão aritmética de razão 3 
b) é uma progressão aritmética de razão 2 


c) é uma progressão geométrica de razão $ 


d) é uma progressão geométrica de razão = 


e) não é uma progressão. 
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TD.66 (GV-70) Uma progressão na qual о 1º termo é 2, a razão 5 е o último termo é 3 242 


a) não pode ser nem Р.А. пет Р.С. 
b) pode ser tanto P.A. como P.G. 
c) é uma P.A. 

d) é uma P.G. 

e) não é progressão. 


TD.67 (CESCEM-73) As diferenças entre os termos consecutivos da sucessão dos quadrados 
perfeitos 


a) formam a sucessão dos números primos 

b) formam uma nova sucessão de quadrados perfeitos 
c) formam uma P.G. 

d) formam uma Р.А. 

e) formam uma sucessão constante. 


TD.68 (CESCEA-68) Suponha que a sucessão real de termo geral xy seja uma Р.А, de razão г. 
Então, a sucessão cujo termo geral ё yn = ах, com a Æ О e real, é: 


a) uma P.G. 

b) uma P.A. de razão ar 

с) nem Р.А, nem P.G. 

d) uma Р.А. de razão 2аг 

e) uma Р.А, se excluirmos os 5 primeiros elementos. 


TD.69(FEI-72) Dada a função fin) = an+b,a + 0 e b %0, definido no conjunto 
N=(0,1,2,3,..): 
a) os números f(1), (2), f(3) ... estão em Р.А. 
b) os números f(1), Ң2), ҚЗ) ... estão em Р.С. 
c) a função é crescente 
d) f(2) - f(1), ӨЗ) - f(2), f(4) - f(3) ... são números em Р.А. 
e) A função tem derivada igual a a. 


TD.70 (CESCEM-70) Se a, b e с são números reais positivos que estão ет Р.А, podemos 
garantir que: 
a) logça, log,b, log,c estáo em P.G. 
b) logça, log b, log,c estáo em Р.А. 
c) el, e”, e^ estão ет P.G. 
d) e, eP, e^ estão ет Р.А. 


e) nenhuma das respostas anteriores. 


TD.71 (GV-72) Se os números x, y, z e u formam uma Progressão Geométrica, nessa ordem, 
de termos reais e positivos, então log x^, log у“, log z e log и: 


a) nào é possível saber se formam P.A. ou P.G. 

b) formam uma sucessáo que tem termos em P.A. e P.G. 
c) formam uma Progressão Aritmética 

d) formam uma Progressáo Geométrica 

e) nda. 
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TD.72 (CESCEA-68) Considere a progressão geométrica finita, 2. x, 32 onde х 20. Pode-se TD.77 (PUC-68) Se a razão de uma P.G. é maior que 1 e o primeiro termo é negativo, a 


afirmar que: P.G. é chamada: 
a) x - 55. is, em ита Р.С. о termo central é média aritmética entre os extremos a) decrescente b) crescente 
b) x= 16 c) constante d) alternante 
c) х = 8, pois, em uma Р.С. o termo central é a metade do produto dos extremos e) nenhuma das respostas anteriores 
d x=2 
e х= 4. TD.78(CESCEA-68) Para que а progressão geométrica а, ад, aq”, .. seja decrescente é 
necessário e suficiente que: 
TD.73(CESCEM-70) Se ay, аз, ..., ад, estão em P.A., então b?!, p?2, ..., p?n, ... estão а) а <1 
ет Р.С. de razão: ba»0eqc«0 
а) a -а) с) (aa <0 е а`>1) ou (>0е0<4<1) 


d а7>0 е а< 1) ou la>0e0<g<1) 


b) 622-81 
а) tan e) a<0eq>0 
cb ? À an 
а) 81 + an TD.79 (GV-70) No gráfico, os pontos represen- 1 
2 tam os termos de uma progressão, sendo: ------ ж 
e) Гат. ьа2 D n о número de termos e an o n-ésimo j | 
тегто. 1 ! 
TD.74 (CESCEM-70) Se log, x; = -K + logaxi«, então Entao 8 progressão rapresentada `6: 104 | 
> ва 
a) ху, X2, =, хп formam uma P.G. de razão K а) uma P.G. de razão 2 6 q | 
b) x1, X2, =, Xp formam uma P.G. de razão aK b) uma Р.А. de razão 3 41---- | | 
c) logax1, loga X2, -.., logaXn formam uma P.G. de razão K с) uma Р.б. de razão, 4 24 A ы 01 
9) logax1, logax2, =, loga xn formam ита Р.С. de razão aK d) uma Р.А. de razão 2 E NEC Es 
e) nenhuma das respostas anteriores. 123456 n 


e) nenhuma das respostas anteriores 


TD.80(MACK-74) O gráfico de uma progressão geométrica de razão q, q 5 +1 ea; = 1 


TD.75(CESCEM-74) Os termos da seqüéncia (an)ne о) formam uma Р.А. A partir desta 
está contido: 


sequência, construimos duas outras da seguinte maneira: 


bn = ai a) numa reta não horizontal b) numa parábola 
c) numa hipérbole d) numa curva exponencial 
cn = Әлі - bn ікті 
е) numa curva logarítmica. 


Nestas condições, os termos da sequência cy formam 


a) outra PA 10.81 (CESGRANRIO-77) Os três primeiros termos de uma progressão geométrica são 


b) uma PG. | а = V2, аз = VES e az= V3. O quarto termo é: 
duro каның pais шыл ыт ayz аў: ҒАН 
e) uma sequência de termos alternados. V2 
TD.76 (CESCEM-71) A sequência (ар): n = 0, 1, 2, .. é uma Р.А. de razão Y £0 e de TD.82 (CESCEM-75) Dada a progressáo geométrica 
primeiro termo Y. A sequência (bn): n = 0, 1, 2, ... é uma Р.С. de razão w > 0 e m Мз -1 ‚2- Уз. RR Re qud 


primeiro termo 0). Nos BE 2 2 


1 
=) а 1-3 bNV3+1 gj erm d МЗ - 1 RESTE] 


Nestas condições, a sequência с іп -0,1,2,... ё: 
a) não monotônica 

b) estritamente crescente 

c) constante 


d) estritamente decrescente а) 27 b) 2 c) 26 d) 28 e) в 1 
e) nenhuma das anteriores. 2 


TD.83 (MACK-75) Se o oitavo termo de uma progressão geométrica é i e a razão é d 
о primeiro termo dessa progressão é: 2 
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TD.84 (MACK-74) О terceiro termo de uma progressão geométrica de termos positivos é 
V2. Sabendo-se que o sétimo termo é 16 + V2, a razão da progressão é: 


1 
› М2 b) 2 us d) 
a 93 NA 


e) nenhuma das respostas acima 


TD.85(FUVEST-77) O quinto e o sétimo termos de uma Р.б. de razão positiva valem 
respectivamente 10 e 16. O sexto termo desta Р.С. é 


a) 13 b) 10/6 с 4 d) 4V10 е) 10 


TD.86 (CESCEA-74) Se ay, a2, 1, i as, ав, ау, ag formam nesta ordem uma P.G., então 
os valores de a, e ag são, respectivamente: 
1 1 1 1 1 1 
a) = e 16 b — e 8 с) — e 4 d — e2 e) — e —. 
8 16 4 16 16 ^8 


TD.87 (МАСК-75) O número de termos da progressão (1, 3, 9, ...) compreendidos entre 100 
e 1 000 é: 


a)2 b) 4 c) 6 d) 8 e) maior que 8. 


TD.88 (MACK-76) O sexto termo de uma progressáo geométrica, na qual dois meios geo- 
métricos estão inseridos entre 3 e -24, tomados nessa ordem, é: 


a) -48 b) -96 c) 48 d) 96 e) 192. 


TD.89 (GV-71) A média aritmética dos seis meios geométricos que podem ser inseridos 
entre 4 е 512 é: 


а) 48 b) 84 c) 128 d) 64 e) 96. 


TD.90 (EAESP-FGV-77) Um número positivo é formado por três algarismos, os quais estão 
em progressão geométrica. Permutando-se os dois últimos algarismos da direita, o nú- 
mero aumenta de 54 unidades. Então, o primeiro algarismo da esquerda é: 


a) 6 b) 2 c) 1 d) 4 e) 9. 


TD.91 (PUC-73) O número 95 foi dividido em três partes que estão em progressão geomé- 


trica de razão 3. As partes são: 
a) 20,35,40 b) 20,25,50 с) 10,30,55 а) 10,40,45 е) 20,30,45. 


TD.92 (MACK-75) Numa progressão geométrica de 4 termos, a soma dos termos de ordem 
par é 10 e a soma dos termos de ordem fmpar é 5. O 4º termo dessa progressão é: 


а) 9 b 8 ` c) 6 d} 15 e) 10. 


TD.93 (GV-70) Numa progressão geométrica a soma do quarto termo com o sexto termo é 
160, e a soma do sétimo com o nono termo é 1 280. Então o primeiro termo е a razão 
desta progressão geométrica valem, respectivamente: 


a) 4е2 b) 2e4 c) 4e4 d) 2e2 
e) nenhuma das respostas anteriores. 
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TD.94 (GV-72) Numa progressão geométrica de cinco termos, a soma do terceiro termo com 
o quinto é 60, e a soma do 2º com o 4º é 30. O produto do primeiro termo pela ra- 
zão é: 


a) 15 b) 10 c) 3 d) 2 
e) nenhuma das respostas anteriores. 


TD.95 (ІТА-74) Seja a > 0 o 1º termo de uma progressão aritmética de razão г e também 
2113 
3a 
о 3º termo da progressão geométrica coincida com a soma dos 3 primeiros termos 

da progressáo aritmética é: 


а) r = 3a b) г = 2а c)r=a d) г= У 2а 
e) nenhuma das respostas anteriores. 


de uma progressão geométrica de razão q = . A relação entre а ег para que 


TD.96 (GV-70) Uma Р.А. cujo primeiro termo é zero e uma P.G. cujo primeiro termo é 1 
possuem a mesma razão. O nono termo desta Р.С. é igual ao quadrado do nono termo 
daquela Р.А. Então: 


a) a razão comum é zero. 

b) a razão comum é +2 ou -2. 

c) não existem duas progressões nestas condições. 
d) a razão comum é 1, 

e) nenhuma das respostas anteriores. 


TD.97 (CESCEA-71) A soma dos termos da P.A.: ay, аҙ, аҙ é 15. Adicionando-se 3,7 е 17, 
respectivamente, ао 19, 29 e 32 termo, obtem-se uma P.G. de razão maior do que 1. A 


P.G.é: 

a) :6:12:24 
b) :5:15:45 
c) 24:12:36 
d) :24:12:6 
e) nào sei. 


TD.98 (GV-73) Os números x, y, 2 formam, nesta ordem, uma Р.А. de soma 15. Por outro 
lado, os nümeros x, y * 1, z * 5 formam, nesta ordem, uma P.G. de soma 21. Sendo 
0 & x < 10, o valor de 32 é: 


a) 36 b) 9 c) -6 d) 48 e) 21 


TD.99 (ITA-70) Seja dada uma progressáo geométrica de trés termos positivos, tal que o pri- 
meiro termo, a razáo, o terceiro termo e a soma dos trés termos, formam, nesta ordem, 


uma progressáo aritmética. Portanto, a razáo da progressáo geométrica é: 


1 2 
а) 1 Ы -5 с) 3 d) 3 


e) nenhuma das respostas acima é válida. 


TD.100 (ITA-71) Uma progressáo geométrica de 3 termos positivos cuja soma é m tem seu se- 
gundo termo igual a 1. Que valores deve assumir m, para que o problema tenha solução. 


a) 0<т<1 b) 1<m<3 c) mZ3 
d) 1<m<2 e) nenhuma das respostas anteriores. 
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TD.101 (GV-75) Dois conjuntos А е В são tais que o número de elementos de А - В 6 50, о 
número de elementos de A U В é 62 e o número de elementos de А - BANBe 
B - A estão em progressão geométrica. Então, o conjunto A N B tem: 


a) 12 elementos b) 10 elementos c) 2 elementos 
d) 20 elementos e) 8 elementos 


TD.102 (CESCEM-72) Os ángulos de um triángulo estão em P.G. de razão 2. Então o trián- 


gulo: 

* П A 
a) tem um ángulo de 3 b) é retángulo c) é acutángulo 
d) 6 obtusángulo е) é isósceles 


TD,103 (CESCEM-77) Para que as medidas dos lados a e b e a medida da área A de um retán- 
gulo sejam três números em P.G., nesta ordem, é necessário que 


a) os lados tenham a mesma medida 

b) a medida dos lados seja um 

c) a medida de um dos lados seja o quadrado da medida do outro 
d) a medida de um dos lados seja o dobro da medida do outro 

e) a soma das medidas dos lados seja igual à medida da área. 


TD.104 (CONSART-73) A soma de três números em progressão geométrica crescente é 26 е, 
o termo do meio é 6. O maior desses números é dado por: 


a) 36 b) 18 c) 24 d) 12 
e) nenhuma das respostas anteriores. 


TD.105 (СЕ5СЕМ-71) Os senos dos ângulos de um triângulo estão em P.G. Nestas condições: 


a) o triángulo é necessariamente eqüilátero. 
b) o triángulo é necessariamente retángulo. 
с) o triángulo é necessariamente acutángulo. 
d) o triángulo é necessariamente obtusángulo. 
e) os lados do triángulo estáo em P.G. 


TD.106 (CESCEA-73) Há 10 anos o preco de certa mercadoria era de 1 * x cruzeiros. Há 5 
anos era de 13 * x cruzeiros e hoje é 49 * x cruzeiros. Sabendo-se que tal aumento 
deu-se em progressão geométrica e de 5 em 5 anos, pode-se afirmar que a razão do 
aumento foi: 


a) 3 b) 5 c) 7 d) 2 


TD.107 (GV-72) Nos últimos seis anos uma certa indústria fez trés reajustamentos de 30% ca- 
da um nos precos dos seus produtos. 1550 totaliza um aumento sobre os precos de 6 
anos atrás, de aproximadamente: 


a) 4096 b) 30% c) 120% d) 90% e) 300% 


TD.108 (CESCEA-72) Uma indüstria está produzindo atualmente 100 000 unidades de um 
certo produto. Quantas unidades estará produzindo ao final de 4 anos, sabendo-se que 
о aumento anual da producáo é 10%? 


a) 140 000 b) 146 410 c) 146 000 d) 145 000 e) não sei. 
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TD.109 (CESCEM-71) Sabendo-se que а população de certo município em 1960 foi de 120.000 
habitantes e que esta população vem crescendo a uma taxa de 3% ao ano, então em 1963 
a melhor aproximação para o número total de habitantes deste município é: 


a) 127 308 b) 130 800 c) 131 127 d) 135061 
e) impossível de se prever sem o conhecimento do resultado do censo de 1970. 


TD.110 (GV-76) Um químico tem 12 litros de álcool. Eie retira 3 litros e os substitui por 
água. Em seguida, retira 3 litros da mistura e os substitui por água novamente. Após 
efetuar essa operacáo 5 vezes, aproximadamente quantos litros de álcool sobram na mistu- 


ra? 
a) 2,35 b) 2,85 c) 1,75 d) 1,60 e) 1,15 
TD.111 (ITA-71) O produto dos termos da seguinte Р.С. -Мз, 3, -3 V3; eu, -81 уз é: 


a) -V325 b) 3% c) -V5 -39 d) -N/38 


e) nenhuma das respostas anteriores. 


TD.112 CESCEM-67) O produto dos termos da seqüência: x^, ax, ax? alle а" 
é dado por: 
a) (n + 1)x^ can b) ах(п+1)! 
n+1 


(x? + ап) d) У (ах)п(п+1) 


е) 61 ѕеа- х 


с) 


TD.113 (CESCEM-76) O número de termos de uma Р.С. é ímpar e о seu termo médio é a. Po- 
de-se então afirmar que o produto dos termos extremos é: 


a) o quadrado de a 

b) o dobro de a 

с) а raiz quadrada de a 

d) a média geométrica dos extremos 

e) o produto do númeto de termos por a. 


TD.114 (CESCEM-74) Se a,, an, А е x são, respectivamente, numa P.G., о 1º termo, o ülti- 
mo termo, а soma е a razão, podemos afirmar que 


А-а а *A _ А-а 
А ВІ isiv cov "AUI 
_ а-а _ ÁA-aj- ап 
d) х= == Етене 


TD.115 (ІТА-76) бе designarmos рог Sp a soma dos n primeiros termos de uma progressão 
geométrica de infinitos termos, de razão q > 1 e primeiro termo а) > 0, podemos 
afirmar que: 


a Sn  _ Sn-S b) Sn Sm 
San - Sn зп - 52п San - Sn зп - біп 
c) — ен есі d) S3n = San + Sn 
San - Sn 


e) nenhuma das respostas anteriores. 
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TD.116 (GV-73) A soma a + ar + ar? +... + ar^ ^! é igual а: 


а= ‚ Зе г = 1 
n 
Ы SILTO ser Æ 1; igual a na, se r = 1 
n 
+ 
c) 2000 para todo r 
n 
gj meum те 


1-r 


e) na, para todo r 


TD.117 (CESCEM-68) Seja uma progressão geométrica de 2n termos, cujo primeiro termo 
é 1 e a razáo 6 2. А soma dos termos dasucessão formada pelos termos de ordem 
2, 4, 6, .., 2n da progressão é: 

4^ -1 24^ - 1) 


b) LL 4^ -1 
3 3 c) d) 2 


e) não há dados suficientes para a solução do problema 


TD.118 (CESCEA-67) Quantos termos da Р.А. 9, 11, 13, ... devem ser somados a fim de 
que, a soma seja igual à soma de 9 termos da Р.С. 3, -6, 12, -24, 48, ...: 


a) 19 b) 20 c) 18 d) -7 e) nada disso. 


TD.119 (ITA-77) Sendo Sk = 1 *2x +3х2 +. + (к +1), onde x > 1 e k é um inteiro 
maior que 2, então, se n é um inteiro maior que 2, 


4 XD 12 1+1 (б +1) ne 
a) Sas жз Dig a c puer О" 
1+х°°! (0+2) ns 
Y Sns Тусу "Ду у}? 
АЫ (0*2) пә 
d Sns 2 * 0-3 


е) пепһита das respostas anteriores. 


TD.120 (CONSART-74) Se s3 = 21 e są = 45 são, respectivamente, as somas dos três e 
quatro primeiros termos de uma progressão geométrica cujo termo inicial é 3, então 
a soma dos cinco primeiros termos da progressão é: 


a) 66 b) 69 с) 93 d) 96 е) 105 


TD.121 (МАСК-68) Numa P.G., a, = 2; an = 686 e а soma de seus termos é 800. Então: 


5 
а) qn b q=n с) а <a; d а> п е) п<а + 
аһ 
TD.122 (PUC-77) A razão da progressão geométrica, cuja soma dos n primeiros termos é 
2 -2, qualquer que seja n, inteiro e positivo, é: 
а) 1 b) 2 ©З d} 4 е) 5 
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TD.123 (GV -70) Um empreiteiro contratou a abertura de um poco de 20 metros, nas seguin- 
tes condições: receberia pelo primeiro de profundidade 10 centavos, pelo segundo 
metro 20 centavos, pelo terceiro 40 centavos, duplicando sempre até o último metro 
de profundidade. Então pelo último metro de profundidade o empreiteiro receberia: 


a) 48 centavos b) 5 * 220centavos c) 390 centavos 
d) 10 - 218 centavos е) nenhuma das respostas anteriores. 


TD.124(GV-70) Mesmo enunciado da pergunta anterior, o empreiteiro pela abertura total 
do poço, receberia 
(Sugestão: 219. 1024 é aproximadamente a 1 000 103) 

a) entre Cr$ 50.000,00 e Cr$ 99.999,90 

b) menos de Cr$ 50.000,00 

c) exatamente Cr$ 100.000,00 

d) exatamente Cr$ 99.999,90 

e) mais de Cr$ 100.000,00 


TD.125 (GV-76) Um funcionário de uma repartição pública inicia um trabalho. Conseguindo 
despachar no 1º dia 210 documentos e percebe que seu trabalho no dia seguinte 
tem um rendimento de 90% em relação ao dia anterior, repetindo-se este fato dia 
após dia. Se para terminar o trabalho tem que despachar 2 100 documentos, pode-se 
concluir que: 


a) o trabalho estará terminado em menos de 20 dias 
b) o trabalho estará terminado em menos de 26 dias 
c) o trabalho estará terminado em 58 dias 

d) o funcionário nunca terminará o trabalho 

e) o trabalho estará terminado em 60 dias, 


TD.126 (FFCLUSP-69) É dada uma progressão geométrica crescente e uma progressão aritmé- 
tica com primeiro termo igual a zero. Somam-se os termos correspondentes das duas 
sequências e obtém-se a sequência (1, 1, 2, ...). A soma dos 5 primeiros termos desta 
sequência é: 


a) 21 b) 18 c) 27 d) 24 e) 30 
TD.127 (GV-70) Quando n cresce, a fração 
1+ Ml А ри ЧЕЧИН" Le 
2 4 8 20 . 
1 1 1 1 tende а: 
= + — — + ot 
Vg Fg tgp. oos "an 
a) 3 b) $ c) oo d) zero 


e) nenhuma das respostas anteriores. 


1, E ул NET, 
2 2 


TD.128 (FFCLUSP-67) O limite da soma 5 = 1 - М2 + 4 4 т 
quando o número de parcelas tende ао infinito é: 
2 У2 
а 2%2%2 b) 2-22 с 4v2 db2 ce 
е) nenhuma das respostas anteriores. 
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TD.129(FE1-72) O 19 termo e a razão de uma Р.С. têm o mesmo valor . O limite 


da soma dos termos quando п > оо é: 2 
1 
а 14/20 м1 di a. Ls. api 
2+V2 
TD.130 (МАСК-69) А soma dos termos da progressão 3zb 3? 3º, a. é: 
1 1 
а) > b) 2 c) 4 d) 4 


e) nenhuma das respostas anteriores. 


E 2 3 4 5 
TD.131 (ITA-75) A expressão 1 + 2 % atg * 16 +... vale 


9 7 
а) 4 b) 2 с) E d) 38 


e) nenhuma das respostas anteriores. 


TD.132(CESCEM-72) A soma da série 


1 
atatatotetoa toa tg * anri 


> 
E 
E 
EN 
> 
ә 


I 
Ma 
|> 

А 
sj- 

> 


n=1 
az b) 1 as а 2 e) со 
КЕСЕЛ ТЕСТТІ A ДВ а, ала у. 
E а5- 4 16 64 x 221-2 a é 
(Sugestão: Decompor o termo geral e usar а fórmula da progressão geométrica.) 
2 4 8 
а) 2 b) 3 © 4 d) 3 e) 3 


TD.134 A dízima periódica 0,34343434... representa a soma da série geométrica cuja razão 
q e primeiro termo a são respectivamente 


a) 0,01 e 34 b) 0,1 e 0,34 
с) 0,34 e 0 а) 0,01 е 0,34 
. a а {а - 1) " 
TD.135 (GV -75) O valor da soma rr {а +172 «+... рага а 2 1 é: 
2(а+1) а (а + 1) 
9 21а 1) b 24а 1) 
а la - 1) (a % 1) 
— d —————— 
9 ат) 26-1 
e) - + 
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TD.136 (PUC-70) Se 0 <a < 1, então o limite da soma a + 2a? + 3a? + 4a^ +... vale 


a 
(1-а)? 


а) 
b) а (1 -а)2 


c} а(1-а?) 


а 


а) 4142 


е) nenhuma das respostas anteriores. 


TD.137 (СЕ5СЕА-76) А soma dos termos de uma Р.С. infinita é 3. Sabendo-se que o primeiro 
termo é igual a 2, então o quarto termo desta P.G. é: 


2 1 2 1 3 
) — b) — = — Il 
% 27 Дл ©з “> sg 
TD.138 (GV-74) Considere a soma: a +.. + Que Kris 4 cl = £ Pod 
Д onsidere a soma: а +... 128 512 2048 3 «Podemos 
concluir que a soma de a com a razáo é: 
3 4 1 5 
a) 4 b) 5 c) 1 d) 4 e) 4 
TD.139 (PUC-77) Se 1 +г+ 2 +... + г" +. = 10, então, ғ é igual а: 
9 -9 1 1 
a) 1 b) 10 с) 10 d) 2 d) 30 
TD.140(GV-73) A solução da equação 5 =1+x+x?+x3 +... 6: 
1 2 2 
а х= - 3 b x= 3 dx=--7 
1 
4) х-3 Fp 
x e) x 3 
4 8 14 F: 
TD.141(CESCEA -72) Se 2 + * tec , entáo, o valor de m 6: 
m m 5 
a) 5 b) 6 c) 8 d) 7 e) não sei 
TD.142(CESCEA -72) Assinale a afirmação falsa: 
aj dr rds q. раға todo г ЄВ, r #1 
[PH 
b) 1+r+ Чи PT para todo rEIR,r 41 e para todo natural n. 
rx 
41.2... mA 
d) > € o 5º termo da P.G.: 24, 16, ... 
e) пӛо sei. 
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TD.143(CESCEM-77) O lado de um triângulo 


MATRIZES 
equilátero mede 3. Unindo-se os pontos 
médios de seus lados obtém-se um novo 
triângulo equilátero. Unindo-se os pon- T 
tos médios do novo triângulo, obtém-se TD.148 (PUC-74) A matriz quadrada de ordem 2. A - [aij] com ajj = (Dt ic j é 
outro triángulo equilátero, e assim su- it u$ Қ cu P E 
cessivamente. А soma dos perímetros de a) Bou b) P 1 с) 2 4 а) Жет е) 33 a 
todos os triângulos citados é 
a) 18 b) 10 d 6 d 3 e) 1 , TD.149 (PUC-76) A é uma matriz 3 por 2 definida pela lei 


TD.144 (CESCEM-70) As bolas abaixo têm centros sobre a reta г e são tangentes exteriormente 
tendo, cada uma, metade da área da anterior. Sabendo-se que a primeira tem diâmetro 
igual à d, a distância do ponto Ao ao ponto Ap tendo (quando n > од à: 


mS 1ѕеі= је 
U 012 веі ј ^ 
Então А se escreve: 


a) infinito 


a [1 4 9] ы ali 1 э] eft 1 
bi 2d À 119 4 1 1 4 14 9 4 1 
А 9 6 6 
а E СӘ Ө 9 9 9 
Ao r 
а) di2 + V2) 


1 2 
(м2 + п) 2 1 ЛА 
е) Батни TD.150 (PUC-76) Sendo A = | 3 2| ев = |3 -3| o valor de 2А - В ё: 
-4 0 2 1 
FE E : 1 1 1 
TD.145 S, é a soma dos n primeiros termos da progressáo geométrica 1, 2:4'8' 3 0 3 0 3 0 
O menor valor de n para о qual 2 - Sp < 0,0001 é: a) 3 5 b) -3 7 c) 3 7 
2 Ы -1 1 
a) 4 b) 10 d 14 d) 15 10 d у. E 
3 о 5 4 
TD.146 (CESGRANRIO-COMCITEC-73) O primeiro termo de uma progressão geométrica d) 3 7 e) |9 1 
= 1 
ё БУТ e o seu quarto termo 256 * Representando-se n e ng, números inteiros po- -10 1 6 
sitivos e por Sp a soma dos n primeiros termos, tem-se: 4 1 
1 -1 2 = n қ 
а) para cada número real M escolhido existe л tal que Sy > М TD.151 (PUC-77) Se A = t 2 B ( 1 3, ес 5 i) então a matriz X, de 
b) Sn < 0,55 para todo n. 
c) existe algum no tal que para todo n > ло se tenha 0,55 < 5, < 0,58 ordem 2, tal que: X-A В%Х,о, igual a: 
d) para cada número real M escolhido existe n tal que Sp < М 2 3 
e) as quatro afirmativas anteriores sáo falsas. 
28 1 28 28 1 
| ic o >) JE ) »(3 3 
TD.147 (CESCEM-76) Considere as proposições 
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a3 as а? 
' bc ' p3c2 "mr Бе” 


1 — A razão da Р.С. ( E 


a 


I! — A soma da série geométrica de termos (a; b; c; ...), onde Ibl > lcl, é 


$-— 
a 


114 — Se o primeiro termo de uma Р.С. for estritamente positivo e a razão for estrita- 
mente negativa, então a progressão será decrescente. 

então, 

a) somente | é correta 

с) somente 111 é correta 

e) somente | é falsa 


b) somente Н é correta 
d) somente НІ é falsa 


28 
RA ( 30 


t -1 
TD.152 (CESCEA-73) Considere as matrizes: А -( 2 » B ( 


Então, AB + С é igual a: 


„(3 
»(3 


1) 
5) 


,( 28 
“la 


o 


4- 


3 
5 


1 
2 


1 
3 


1) 
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TD.153 (PUC-74) Se | - [› o] ЕА - Е |] então а matriz X = А2-5А+2. 16: 


a) 3,1 b) 21 с) -21 d) ! e) -3.1 


1 
TD.154 (PUC-75) Sendo A - E i| entáo: 


a) A é uma matriz diagonal 
b) A é uma matriz quadrada de ordem 4. 


c) A matriz transposta de A 6 A! - 3 1 
1 9 
9 16 
-8 15 
22 
а Es >] 


TD.155 (CESCEA-76) Sejam as matrizes A = É J el- f 1) Definimos: A? = le 


d) A? 


1 0 


АП. АТ!. д раға todo número natural п, сот п 2 1. Então: 


a) АП = 1, para todo natural п 

b) А2П = A, para todo natural п 

с) А21 = | e A2n*! A, para todo natural n 
d) А21+1 = |, para todo natural. п 

e) An = | se, e somente se, п = 0. 


Ñ қ 2 4 12 0 0 1 0 
TD.156 (ITA-74) Sejam as matrizes A = E | В- f | Z= E | 1 = ls 1 


Então temos: 


а) BA=1 b) BA = АВ c) A- 2B 
d) Al = BZ e) nenhuma das respostas anteriores 


1 0 0 2 0 0 
TD.157 (PUC-70) Sendo as matrizes: A = |0 -4 0|ев-|0 4 0 |, então o valor 
0 0 3 x 0 2 


de x tal que AB = BA é: 


a) -1 b) O c) 1 
d) o problema é impossível e) пепһита das respostas anteriores. 


1 0 -2 1 
TD.158 (CESCEM-70) Calculando-se 2AB + B? onde: А-|1 1 0 JeB=| 2 -1 о 
1 1 1 о то 
Тегетов: 
0 S3 0 0 3 0 0 3 0 6 2 
aj|2 -6 3 b)|2 -9 4) ol1 6 3] ]d| 1 -5 6 
6 -3 1 6 -5 2 з з 0 23 


e) nenhum dos resultados anteriores, 


196-D 


TD.159 (FUVEST-77) Considere as matrizes: 


ТА = laij), 4 x 7, definida por aj = i - | 

2) B = (bij), 7 x 9, definida por bij = i 

3) C = (cij), C = AB 

O elemento сєз 

a) é -112 b) é -18 с) 6-9 
а) é 112 е) não existe 


TD.160(CESCEM-73) O produto M + N da matriz М =| 1 |pela matriz N = (1, 1, 1) 


a) não se define 

b) é uma matriz de determinante nulo 

c) é a matriz identidade de ordem 3 

d) é uma matriz de uma linha e uma coluna 
e) não é uma matriz quadrada. 


x 1 2 
TD.161(MACK-74) Sabe-se que A = |3 y 5}, В = (bij) ё uma matriz diagonal (bij - 0 
2. 3 2 
2 3 10 
sei 5 ј) е АВ- |6 12 25). Os valores de x, y e 2 são, respectivamente: 
4 9 20 
а) 2,3,4 b) 1,4,4 с) 7,7,7 
d) 2,3,1 е) 1,1,1 
TD.162 (Puc-76) se |7? 3| - | *| = |91, ем 
1 -2 y 3 
a)x-5ey--7 b х--7еу--5 
c) х= -Беу = -7 d х= -7 еу = 5 
е) х= 7еу = -5 
1 9 х 0 
TD.163(FEI-73) Sejam as matrizes: А = |0 1 0 |, В = | у|ет- {1 |. Calcule x, y 
2 0 1 z 0 


e z tais que AB = Il. 


а) х-2 у-0 2-2 
b х= 2 у-0 2-1 
с) x20 ys1 2-0 
а) х--2 у-1 2-4 
1 4 1 2 ы ; 
TD.164 (PUC-77) Se A - 12 eB- 1 q ) então, a matriz X, de ordem 2, tal que 

AX = B, é: 

1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 
a) 1 b) 1 c) 1 d) 1 е) 1 

0 2 0 3 0 4 0 5 0 6 
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TD.165 (CESCEM-73) Dada a equação matricial X2 - 2X = 0, onde X é uma matriz quadrada, 
п ха, não singular. Podemos afirmar que esta equação: 


a) tem uma infinidade de soluções 
b) não tem solução 

c) tem duas soluções distintas 

d) tem uma única solução 


e) admite a solução X =| ....... 


V 


TD.166 (ITA-76) Р = | y2 


о 
5 ! 
=. a 
N 
e 
LA 
о N 


(P + X}? = P? + X? + 2РХ 
V2 2 М? 2 
a х-| o 1 v2 b) х - 1 
1 -1 у -1 


5 


ох-| -1 1 М? а) X 


1 E М? У -1 


e) nenhuma das respostas anteriores, 


5 

S 

5 25525 
бүтө Ao 


с 


1 а -b 1 -а с 1 а -с 
8) ad - bc E Jarli Кб а 
-1 -1 
1 a -b 1 а b 
a aix i) ^ ain E 


TD.168 (CESCEA-75) Seja A - [! 2)eB-[2 ^ 
1 4 x y 


duas matrizes. Se B é a inversa de A, entáo x * y vale: 


a b 
TD.167 (МАСК -74) Seja А = ( Jes ad - bc £ О. Então A 6: 
d 


3 1 
a) 2 b) 2 c) -1 d) 1 e) O 
E 1 0 ы -1,3 4. 
TD.169 (МАСК -74) Seja А = o al: Então (A + A ) é igual a: 
a) matriz nula de ordem 2 b) matriz identidade de ordem 2 
c) 1 A d) 27А e) 8A. 
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2 
TD.170(MACK-75) Sendo а! ‘| , então o número de valores de x tais que 


a [s o], 
"WX 


a) 0 b) 1 с) 2 d) 3 e) 4. 


cotg & cossec Q 


Тр.171(МАСК-74) Seja a matriz А -( 
соззесб союша 


Jem а + кп. Se А = A los 


valores de Q são: 


k inteiro b) 2k7, k inteiro 


a E 
2' 


с) todos os números reais d) inexistentes 
e) nenhuma das afirmações acima é verdadeira 


TD.172 (EPUSP-68) Seja b o elemento da primeira linha e segunda coluna da matriz inversa 
da matriz 


1 2 0 
0 -2 1 
2 0 1 
а) b = -2 b) b= -1 с) b=0 4 6 = 1 
e) nenhuma das respostas anteriores 
16 -1 -10 
TD.173(MACK-73) A matriz inversa da matriz А ё АТ! = { 13 -1 -8 
E 11 -1 -7 


Lembrando que A + Ato із, а segunda linha de A é 
a) (1 1 1) b (3 -2 -2) с) (2 1 -3 
d (0 0 -1) e) 2 -2 3 
TD.174(EAESP-GV-77) No que se refere a solucáo da equacáo AX - B em que A e B 
sáo matrizes quadradas de ordem 3, pode-se dizer que: 


a) а equação pode não ter solução 
b) a equação nunca tem solução 


B 
c) a equação tem sempre uma solução e que X = A 


d) a equação tem sempre uma solução e que X = SA 
e) a equação tem sempre uma solução e que Х = A B 


TD.175 (PUC-76) Dada as matrizes A - | 5 :) eB= H B então a matriz X de 
ordem 2, tal que (XA)! = В €: 


э c pL e 7 aò 7 10 
165 |10 15 165 \ 10 15 1651 6 15 


1 

6 
a (10 15 КАК ЖАНЫ 
165 |-6 7 1651 -6 10 
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з 0 2 -1 tía 10 TD.181 (FUVEST-77) A matriz 
TD.176 (MACK -74) Dadas A = Р = В = 


EN ES > Р 19175 M i sen Ü 0 0 1 
EN n cos 
valores de a e b, tais que B - PAP y são respectivamente: sen 0 cos 8 0 0 
а) 24е-11 b) 18 e 53 c) -19e 17 d) 33 e -47 e) 35 e2 sen 0 1 0 0 
0 9 1 0 
TD.177 (PUC-70) Sendo A e B matrizes invertíveis de mesma ordem e X uma matriz tal 
que (XA)! = B, então: é inversível se e somente se: 
КЕ: T 
RM ed pá а) 0 + пт, пЄ 2 b) 0 + 2пт, п EZ As +m, n EZ 
= ВА” 
b) X 90+ 2 +mnez e) OER 
c) X = (ВА)! 
а) х = (AB)! 


TD.182(POLI-68) A é uma matriz quadrada cujo determinante é nulo, então pode-se 
garantir que: 
(Nota: (ХА)? representa a matriz transposta de XA). a) 


e) nenhuma das respostas anteriores. 


existe uma matriz quadrada X, não nula, tal que AX = O 
b) qualquer que seja a matriz quadrada X, tem-se AX = O 


TD.178 (CESCEA-73) Considere as afirmações с) existe uma matriz quadrada X tal que AX = | (I = matriz unitária) 

d) a matriz A é nula 

PESAS E 2) então A! = ( 2 p e) nenhuma das respostas anteriores 

3 2)" d -3 5 
2. Seja A uma matriz quadrada. TD.183 (CESCEM -72) A matriz Me sua inversa têm todos os elementos inteiros. Então os 
Então: АТ! existe detA - 0 determinantes de M e de M 

a) sáo nulos b) são iguais а +1 

3. Seja A = E | . Então: А? ( 1 9 ) с) são iguais a -1 d) são iguais, valendo +1 e -1 

1 5 1 25 e) são não nulos, nada mais se podendo concluir. 


então: 


TD.184(CESCEA-75) Considere a matriz 
a) todas são verdadeiras 


P 2 1 0 
b) 1 e 3 sáo falsas А=|6 -1 3 
2 о 1 


c) 2 е 3 são falsas 


А Ala; 
1 T e t t A 6 igual а: 
TD.179(PUC-76) Os valores de m, para os quais a matriz M = H 2 não é inversível, O. determinante .de ы 
1 1 1 


so: а - >. Ы -2 dz d) 12. e) — 


а) +1 b) £2 o +У5 а £vV2 e +V3 E | 12 ie 


TD.185 (FFCLUSP-69) Consideremos o conjunto S de todas matrizes quadradas 2 X 2 que 


TD.180(PUC-72) Os valores de К, para que a matriz podem ser escritas sob a seguinte forma: 


то ч cos Ü sen 0 
А = |к 1 3 sen б -cos 0 

1 ы 3 (0 real qualquer). Qual das afirmações abaixo é verdadeira? 
não seja invertível, são: а) a soma de 2 matrizes quaisquer que pertençam a 5 ainda pertence а 5 
a) к= -4 e k--2 b) o produto de qualquer matriz por si mesma, pertence a S 
б) к= 1 e k= 2 с) a inversa de qualquer matriz de S existe е está em S 
dk-0 e k=-1 а) M 0 | Pertence a 5 
dk= 1 e k=-4 . 
e)k= 1 e k 2-1 е) nenhuma das respostas anteriores 
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TD.186 (ITA-77) Seja X = © m uma matriz quadrada 2 X 2 onde m é um nümero 


inteiro qualquer. Se P = (ajj) é uma matriz definida por P = хп ХП x"? 4x, 
onde n é um nümero inteiro positivo (n Z 1), entáo podemos afirmar que: 


; pa п(п + 1) 
a) um elemento aij da matriz P é igual a m * ELA 
у nín - 1 
b) um elemento ajj da matriz Р é igual a m + ( ) 
: ; mim - 1) 
c) um elemento ajj da matriz Р é igual a n + EE Ep 


d) P é uma matriz cujos elementos sáo todos inteiros, se, e somente se, m é par 
e) nenhuma das respostas anteriores. 


TD.187 (CESCEM-71) Define-se distância entre duas matrizes A = (ajj) e B = (bij) quadradas 
e de mesma ordem n pela fórmula: 


d(A; B) = max Їајј - bijl і, ј = 1, 2, ..., п. 


Assim, a distância entre as matrizes 


102 57V. 
e é: 
3 4 6 8 
a) -5 b) -3 co d) 3 е) 5 


TD.188 (CESCEM-71) Dada uma matriz Am X n e as operações: 


1) +/A que transforma a matriz A numa outra matriz Am x 1 onde cada elemento 


da ünica coluna de A' é obtido somando-se os elementos da linha correspondente 
de A. 


2) * A A que transforma a matriz Am x п numa outra matriz AT x n onde cada 
elemento da única linha de А” 6 obtido somando-se os elementos da coluna 
correspondente de A. 


Nestas condições, se A for a matriz identidade de ordem p a expressão + / (+ A A) 
vale: 


al 2p b) p c} p d) p.m e) p.n 


TD.189(CESCEM-70) São dadas duas matrizes A e B, quadradas de ordem p. А matriz 


Ip e a matriz O são, respectivamente a matriz identidade e a matriz nula, quadradas, 
de ordem p. Nestas condições: 


a) AB = BA 
Ы) se AB = Op então BA - Ор 


c) se AB = Ip então ВА = lp 
d) АВ = BA se e só se AB = I 


e) nenhuma das respostas anteriores. 
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DETERMINANTES 


TD.190 (CESCEM-70) Se А é uma matriz quadrada n X п, | é a matriz identidade de ordem n, 
então o determinante da matriz (A - х1) é um polinômio de grau n na variável x, cujas 
raízes são chamadas valores próprios de A. Então os valores próprios da matriz 


1 1 1 são: 
1 1 1 


a) -1;0;1 b) 0; 1 c) 0; -1; 3 d) 06; 3 
e) nenhuma das respostas anteriores. 


TD.191 MACK-73) Sendo A - (aj) uma matriz quadrada de ordem 2 e aj-i- i2, o deter- 
minante da matriz A é: 


a) 0 b) 1 c) 2 d)3 e)4 


TD.192 (COMSART-73) O determinante: 


X y-x = 
é igual a: 
y x-y 
é igual a: 
a) х2-у2 b) (y - x) ly + x) с) x2+y2+xy d) x?+y?- xy 


е) nenhuma das respostas anteriores. 


TD.193 (CESCEM-77) Sendo x e y, respectivamente, os determinantes das matrizes não 


3 3 , então — vale 


a) 36 b) 12 c) -6 d) -12 e) -36 
TD.194(GV-70) Considere todos os determinantes de 29 ordem, em que os elementos podem 


ser zero ou um. Então, a razão do número de determinantes positivos para o número 
total de tais determinantes é: 


A 1 1 3 3 
a) 16 b) 5 c) 8 dg е) 16 
TD.195(MACK-73) O conjunto-solucáo de: 
sen © - x) - [tg tr^ P? 
" -16 
[sen E +x) P . cos (-x) 
а) IR b) Іхенікз 5 + кт, k inteiro) a Ø 


d) {хЄВіх = S , k inteiro) e) (x € IRix = кт, k inteiro) 
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TD.196 (МАСК-77) Os valores de x, 0<x<27, tais que para todo a real se tenha 


a tgx PES 
0, 2 
1 а - 2tgx > зо 
77 

а 37 «xm ou 74 <х < 21 

37 an Зп Im 
Ы) = <х< 3 ou 2 <х< 5 

т эт am тт 
d <х< 3 ou 3 <х < а 

зт 7т an Jm 
d) ЕТ <х< é ou 3 <х< n 
e) não sei. 

TD.197 (MACK-75) A sentença 
x 1 9 y Е х у+1 
0 х y 1 ы. y x*1 


z Я х 1 0 y x y*1 
a) é equivalente a 0 J + 1 7 x1 


b) é verdadeira para x e y não ambos nulos 


c) só é verdadeira se х= y = О d) nunca é verdadeira e) é equivalente а x = y. 


2 10955 1045 5 
TD.198(GV-74) O determinante | 5 logs 125 104525 
8 109327 1093243 


а) 0 b) 1 с) 90 а) 80 е) 122 


TD.199 (GV-72) O valor do determinante associado à matriz 


sen? x sen?x 0 
cos? x cos? y sen?y é: 
г2 0 r? 
a) г? b) r2 sen?x с) r? ѕеп2х cos?y 


d) r2 sen2x cos?y ѕеп2у 


n nti 
1 P ( 1 ) 
TD.200/GV-75) O determinante | 10^ 15) bar é igual a: 
n+2 n+3 
1% 1 ) ( 4 ) 
n,,n-*1 n+2,,n+3 
a) 1 b) (491 1 M 4 y 4 ) с) 0 
n,,n,,n,,n n (n+ 1) (п + 2) (n +3) 
d) (93 (11065241 e) 17 
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tem por valor: 


e) nenhuma das respostas anteriores. 


TD.201(PUC-74) Se somarmos 4 a todos os elementos da matriz. 


2 3 
A-|1 1 m 
1 


cujo determinante é D, então o determinante da nova matriz é: 


a) 2D b) 3D c) 4D d) 50 e) 6D 


TD.202(CESCEA-75) Considere as matrizes, 


2 ы 4 1 5 
2 3 4 5 1 1 
А- = i 
КЕЕ раа NS 
2 65 
Assinalar dentre as afirmações abaixo, а correta: 
a) C é inversível b) A + B é inversível c) O determinante de AB é 272. 
d) O determinante da transposta de C é 1. e) (А + BIC = AC + BC. 
х -1 3 
TD.203 (MACK-75) As soluções da equação -4 x 5 = 0 são: 
6 -3 7 
11 11 
а) 1e2 == ---- 
b) 7 ® 3 c) 2 e 7 
92 е 4 е) 14 е -22. 
х 0 
TD.204(GV-75) Para que valores de а а equação 0 a x = 0 terá duas raízes 
0 1 1 
reais iguais? 
a) a 21 b)0<a<1 с) só para a= 1 
Ы) а<0 е) só paraa=0 
3 1 -2 
TD.205 (GV-75) Para que o determinante sen? x 1 cos? x 
log3x 2 log3 2 
seja nulo, x real, 4x deve ser: 
a) 36 b) 18 с) 6 d) 12 е) 16 
TD.206 (GV-71) O quadrado do valor de x que satisfaz а equação 
logx 16 logx 2 logx 4 1 
2 0 1 =~5, x20 e xx vale: 
2 
1 1 1 
a) 2 b) 4 c) 16 al e) E 
4 2 
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TD.207 (ҒЕ1-73) Chama-se traço de uma matriz quadrada a soma dos elementos da diagonal 
principal. Sabendo que o traço vale 9 e o determinante 15, calcule os elementos x e y 


da matriz 
1 2 3 
0 х 2 
0 9 y 
а) 4е6 b)1e3 
TD.208(FUVEST-77) 1 
1 
1 
1 
a) 2 b) 1 


NNNM 


c2e4 
1 1 
2 2 
3 3 
3 4 
c) 0 


d3eb5 


d) -1 e) -2 


TD.209 (ITA-71) Qual o resto da divisão por З do determinante 


4 1 3 
(3-4) (6-1) (-3-5) 
5 1 2 
4 1 2 
а) 0 b) 3 


-6 
(9 +6) 


c) 


7 


e) nenhuma das respostas anteriores. 


TD.2101GV-72) Sejam A- 


Nau 


Então, A+2B é igual a 


a) 30 b) -30 


TD.211(CESCEA-75) O determinante 


а) (x2+ 1) ix -1) b) (x%- 1) x 1) 
d) G2-1) 6242). е) (x+2) (х3 - 1). 


с) 15 


ххх ә 


UN- о 


о-хо 


1 3 4 
B- 0 -1 4 
9 0 2 -3 
-1 -3 -4 
d) -15 e) 10 
x 
4 é igual а: 
1 


с) G3 - 1) (x - 1) 


c) х= 1 ou х= 2 


х 1 2 0 
E 9 х 1 1 
TD.212(GV-72) Seja u= 0:0 Ж: A 
0 0 0 x 
Os valores reais de x, para os quais џ2- 20 + 1 = 0 são: 
а) х= -1 ou х= -2 b) х= £1 
di x=1 ex-t 
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ad м 


TD.213(MACK-77) Se x, y е z são números reais positivos, então 


1 1 1 1 

1 1%х 1 1 m 

1 1 1+y 1 é igual: 
1 1 1 1%2 


а) ao volume de um paralelepípedo reto-retângulo cujos lados medem x, y e z 


b) ao volume de um paralelepípedo reto-retângulo cujos lados medem x + 1, y + 1 
ez+1 


c) a 4 vezes o volume de um paralelepípedo reto-retángulo cujos lados medem x, 
y ez 


d) a 4 vezes o volume de um paralelepípedo reto-retângulo cujos lados medem x + 1, 
у+1 е2+1 


e) não sei 


TD.214(CESCEA-70) O conjunto de todos os x para os quais 


1 1 1 1 
1 34x 1 1 
1 1 5+x 1 +0 Е 
1 1 1 8+x 

a) (-2, -4, -7) b) (-3, -5, -8) 

c) (-2. -3, -5) d) (-3, 0, 3) 

е) (-3, -5, 2) 


TD.215(GV-70) O conjunto solução da equação 


x x x x 
X Xx 
x X BN 
x 000 


a) {0; 1; 4; 6} 

b) (1; 2; 3; 4; 5; 6) 

с) {0; 1; 4; 5) 

9) {0; 1; 2; 3} 

e) nenhuma das respostas anteriores. 


TD.216(FFCLUSP-68) O conjunto de todos os valores reais de x que satisfazem a equação 


o 4 0 0 
х2 х 3x x 
x 6 3 24:59 8^ 
0 7 [^] 5 
a)x=0 b) x >0 c) x=7 


d) o conjunto de todos os reais 
e) nenhuma das respostas anteriores 
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TD.217(CESCEA-69) Os valores de a para os quais 


1 a a 0 
а 1 о а 
а 0 1 а FO 
0 а а 1 
são tais que: 
a) -1 Xa «1 
1 1 
b) - 2 <а< 2 
с) а<-2 ош a>2 
1 1 
Фа<- 2 оча > 5 
1 
е) а> E) 
TD.218(CESCEA-71) Para que 
a 0 5 0 х 
с 0 а х е 
ғ 0 х 0 0 < -32 
g x h i 1 
х 0 0 0 0 
devemos ter: 
a) x 22 Ы 0<х<5 с) х<-2 d x>5 e) não sei. 


TD.219 (EE LINS-67) Estando a, b, c, em P.A. de razão r, o determinante 


1 1 1 
a b с 
а? b? с2 


а) é sempre positivo 

b) dada a razão r, depende de a 

c) depende só de r, qualquer que seja a 
9) 6 ad-r3 

e) nenhuma das respostas anteriores 


1 1 1 1 
А 104 З log 30 log 300 104 3000 
TD.220(GV-74) O det 
O determinante | 2320 (093012: (109 300)2 (iog 3000)? 
(log 3)? (log 30)3 (log 300)? (log 3000)3 
é: 
а) -3 b) O с) 1 d) 6 e) 12 
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TD.221(CESCEM-70) Dado o determinante de Vandermonde: 


n-1 
1 ау ajo чаркы aj 
1 аҙ азы ans ab 
eA A SA Mir sad ur Muri as И 
1 an а? иле e an 
onde ау, а2,...,, ар São termos de uma progressão aritmética de razão r e primeiro 


termo ay, o valor do determinante 


a) independe de n b) independe de r с) independe de a; 
d) é uma função somente de n e a, 
e) independe dos valores de п, г, e az 


TD.222(FEI-68) Seja M a matriz quadrada de 32 ordem em que aij = 2i - j. Entáo o comple- 


mento algébrico do elemento ay) vale: 


a) -4 b)4 c) 0 d) 3 
e) nenhuma das respostas anteriores 


2 1 3 
TD.223(PUC-76) О cofator do elemento аҙҙ da matriz А = | 1 2 1 é: 
0 1 2 
a) 2 b) 1 c) -1 d) -2 e) 3 
ar a аз 


TD.224(1TA-67) Seja o determinante D=| bi b2 b3 


сі с2 ©з 
e А), Аз, Аҙ respectivamente os complementos algébricos de сү, C2, сз. Então 
а1А|%а2Аҙ + азАз = 
a) D b) -D c) O d) Ол! e) 1 


TD.225 (ITA-69) Sejam 


X= Xii X12 e Y= yu yn 
х1 - X2 y21 ya 


matrizes quadradas 2 X2. Definimos as matrizes: о, X; X+Y e X.Y 


(œ número real) por: 
ах ах X11 + x12 + 
aX - п 12 e X+Y = 1 *Yn 127 У12 
аха — 0x2 xa ЖУ  X2*Y2 


XY = ХПУП + Xi2Y2 x11Y12 + X12Y22 
x21Y11 + X22Y21 X21Y12 + X22Y22 


uma das afirmações abaixo é verdadeira, assinale-a. 


2 2. 

ары ЖИ ER b) det. (d.- X) = а det X 
хі xh 

c) det. (X + Y) = det. X + det. Y d) det. (XX) = 0% det. X 


е) det. (X • Y) = det. X + det. Y 
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TD.226 (MACK-69) Se А é uma matriz quadrada de ordem 2, então: 


a) sempre det. 2A = 2. det A 
b) sempre det (A)? = (det. A)? 


c) det. А = O se e somente se А = É 2 


d) se det. A- 1 өше А-| 1 


e) sempre А = det. A 


TD.227(PUC-72) Qual das afirmações abaixo é falsa? Dadas A е В matrizes de ordem n. 


a) det [A + B] = (det A) + (det B) 
b) det A = det (A?) 

c) (det А). (det А-1) = 1 

d) det (A • В) = (det A) » (det В) 
e) (det A) (det А?) = (det AI? 


TD.228 (FEI-67) Seja M uma matriz quadrada de 39 ordem; constrói-se uma nova matriz N 
em que cada coluna é a soma das outras duas colunas da matriz M. Sendo A o 
determinante de M e B o determinante de N, tem-se: 


a) B=0 b B=A с) B=2A d) А-2В 
e) nenhuma das respostas anteriores 


TD.229(COMSART-73) Quando os elementos da 32 linha de uma matriz quadrada são 
divididos por x (x diferente de zero) e os elementos da 12 coluna são multiplicados 
por y (y diferente de zero), o determinante da matriz fica dividido por: 


1 
a) xy b) — с} É а У. 
ху y х 
e) nenhuma das respostas anteriores. 
be a a? 
TD.230 (GV-72) O determinante ac b b? é igual a 
ab c с? 
Оса а а? 1 а? а3 1 1 al a3 
a) acb b b? b) abc | 1 b2 b3 c) proci |Б b2 b3 
abc c c 1 c c3 soe dia c2 c3 
1 a? a3 
d) 1 b? b3 e) nenhuma das respostas anteriores 
1 c2 c3 


TD.231(GV-71) O determinante associado à matriz 1 y 2y*b é igual a: 


а) 8xyz b) b с) 0 d) xeyez 
e) nenhuma das alternativas anteriores. 
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TD.232 (EESCUSP-69) O valor do determinante 


a atri а%2гі 
b btr c+2r2 é: 
c ctra c+2r3 
a) O b) abe с) rirara 9) а+ь+с е) rmtrotra 


TD.233(FEI-68) Sendo 


ап 812 a13 
D=| аш a22 a23 
831 a32 a33 


um determinante de 3? ordem, então: 


P: sendo ajj=azj então D = 0 (1-1, 2, 3) 
Q: sendo aij = аң, então será sempre D=0 


R: sendo aij = il-1, então D 50 


Assinalar 
a) se P, Q, R forem falsas b) se P e Q forem verdadeiras 
c) se P е R forem verdadeiras d} se Q e R forem verdadeiras 


е) se P, Q, R forem verdadeiras 


TD.234(MACK-77) A matriz А é quadrada, de ordem 3 e tal que aij + aji = 0, 1&i, 


j&3. Então: 
a) se А #0, det ADO Ы) ѕе А 50, det А<0 с) det А-0 
d) nada se pode afirmar sobre det A e) não sei, 
TD.235 (CESCEM-68) Dadas as variáveis хі, X2, ..., Xp € as constantes ај, аз, .. . , ар qual 
das alternativas abaixo corresponde a uma combinação linear das variáveis xj, x2, 
2, Xp. 
а) ax, + alx, + аху +...+ anžn 
b) а Vxi қа) V x + a3 V x3 t... an V xg 
c) a1X1 +азх2 +азхі +... + anxn 
d) (а + xi) + (a2 + x2) +... + (ag + xp) 


e) nenhuma das alternativas anteriores 


TD.236 (EESCUSP-66) A única proposição correta é: 


a) para se multiplicar um determinante por um número, multiplicam-se todos os 
seus elementos por esse número 

b) todo determinante é igual à soma dos produtos dos elementos de uma fila pelos 
complementos algébricos dos elementos correspondentes de outra fila paralela 

c) um determinante não se altera se aos elementos de uma fila se adicionam os 
elementos correspondentes de uma outra fila paralela multiplicados por um mesmo 
fetor arbitrário 

d) todo determinante é igual à soma dos produtos dos elementos da diagonal principal 
pelos respectivos complementos algébricos 

e) quando se trocam as linhas de uma matriz com as colunas da mesma ordem, o 
determinante da matriz transposta é o oposto do determinante da matriz dada. 
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TD.237 (EESCUSP-68) Um determinante é nulo somente quando: 


TD.238(GV-70) O determinante associado a matriz 


TD.239 


TD.240( 


TD.241 


TD.242 
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a) todos os seus elementos são nulos 

b) todos os elementos de uma linha são nulos 
c) todos os elementos de uma coluna são nulos 
d) duas colunas são iguais 

e) nenhuma das respostas anteriores 


1 -11 6 ы 


-2 4 -3 
é nulo porque -3 -7 2 | 


a) tem duas linhas proporcionais 

b) tem duas colunas proporcionais 

c) tem elementos negativos 

d) uma coluna é combinação linear das outras duas 
e) nenhuma das respostas anteriores. 


(EPUSP-67) Acrescentando-se a unidade a cada um dos elementos da matriz 
1 а bi сі 
1 аз ba Ea , O determinante 
1 аҙ b3 ©з 
1 84 b4 C4 
a) nào se altera b) aumenta de 1 c) aumenta de 4 
d) fica multiplicado por 2 e) nenhuma das respostas anteriores. 
ІТА-76) Seja Q uma matriz 4X4 tal que det 0350 e 03+202=0, 
Então, temos: 
a) det О-2 b) det Q = -2 c) det Q = -16 
d) det Q = 16 e) nenhuma das respostas anteriores 
(ІТА-75) Seja A uma matriz quadrada de ordem n, tal que A-1 = At. Se det A=1, 


dizemos que А é uma matriz de rotação e se det A = +1, A é uma matriz de reflexão. 
Apoiados em tais definições, podemos afirmar que: 


a) se n é ímpar, o produto de duas matrizes de reflexão é de reflexão 
b) a soma de duas matrizes de rotação é de rotação 

c) o produto de duas matrizes de rotação é de rotação 

d) a matriz inversa de toda matriz de rotação é de reflexão 

e) nenhuma das respostas anteriores 


UTA-75) Sejam as matrizes reais А<|° Pius 1 орх 
с а 0 1 y 


ет um número real. Seja: AX = mX. Então podemos afirmar que: 

а) se det (A - mi) 40, então x+y=0ex + y ZO. 

b) se det (A-ml)=0, então existem dois números reais x, y tais que x+y £O 
ou x * y #0. 

c) se det (А - mI) =0, então det A=0 e m=0. 

d) se det А = 0, então não existem dois números reais x, y, tais que AX = mX. 

e) nenhuma das respostas anteriores. 


SISTEMA LINEAR DE EQUAÇÕES 


4y + 5z - 23 


TD.243(FUVEST-77) r + 2у + 32 = 14 
62-18 


Então x é igual а 


a) 27 b) 3 c) 0 d) -2 


TD.244 .MACK-75) Dado o sistema: ( xty-z 


os valores de x, y e z que constituem sua solução: 


a) sáo todos distintos entre si 
b) são indeterminados 

с) possuem soma nula 

d) são iguais entre si 


e) formam uma progressão aritmética de razão 1. 


TD.245 (MACK -74) As soluções do sistema 


x+y+z=28 
2х - y = 32 


onde x >0, y >0e z 7 0 obedecem às seguintes restrições: 


а) 2<x<8 е 2<y<8 
b) 16 <x <20 e 0<y<8 


c) 10<x<20 e 2<у<10 
d 1<x<3 е 8<y<12 
е) 7<x<15 е 9<y<11 


TD.246 (COMBITEC-COMBIMED-75) Resolvendo o sistema 


2134x + 5732y + 21342 - 670 


| 5732x + 2134y + 21342 - 7866 
2134x + 2134y + 5732z - 11464 


obtemos para х - y - 2 o valor 


a) -2 b) -1 c) 0 d) 1 


TD.247(CESCEA-70) Se х = а, у = б, 2- се w = d 6 a solução do sistema 


x+y=0 
y+z=0 
2%м-1 
y+w=0 


então, o produto a.b.c.d vale: 


a) 1 b) -1 с) - 


e) 


2 
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TD.248 (РОС-77) Se tivermos 


x+y+z=-1 
xtztt-5 
y+z+t=7 
x+y+t=4 


então x+y+z+té igual a: 


a) -1 b) 7 с) 5 d) 4 e 
Тр.249(МАСК-75) Dado o sistema 

хі %х2 * X3 t X4 t Xg %................ +Xn= 

хі + ха txg t Xs Ж................ + Xp = 

хі + X4 Exa # Же сер e A +xn= 

Xi + X2 * X3 JOE LL rame pg + Xn = 


XxX Y X2 * X3 t X4 EX +... Хал Е 
os valores бе xj,i- 1, 2, ..., п, que о satisfazem: 


а) são todos iguais 

b) formam, a partir de x2, uma progressão aritmética 
с) formam, a partir de x2, uma progressão geométrica 
d) não possuem lei de formação 

e) não podem ser determinados. 


TD.250 (E AESP-FGV-77) Consideremos os sistemas de equações: 


TD.251 
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x+y+z=3 
(A) 2x+3y-z=0 
4x + бу tz-6 


x+y+z=3 
(B) 
-y +3z=6 
Qual das afirmações abaixo é correta? 


a) os sistemas são determinados 
b) os sistemas são impossíveis 
c) (A) ou (В) é determinado 

d) os sistemas são equivalentes 
е) (А) ou (В) é impossível. 


2x - Зу + 5z- 11 


Te x+2y-z=2 
x- бу + 62 = 9 


a) é impossível 

b) é possível e determinado 

c) é possível e indeterminado 

d) admite apenas a solução х = 1, у = 2,2 = З 
e) admite um número finito de soluções. 


TD.252 (CESCEM-72) A matriz incompleta do sistema 
x+y+z=6 
x + 2у + 32 = 10 
2х + Зу + 42 = 16 
tem determinante nulo. Podemos concluir que o sistema: 


a) não tem solução 


b) tem um número finito de soluções, porém a solução não é única 
c) tem infinitas soluções, porém nem todo ponto do IR3 é solução 


d) tem uma única solução 
e) admite todo ponto do IR? como solução. 


TD.253 (CESCE A-76) Estudando-se o seguinte sistema de 3 equações а 3 incógnitas 


x-2y+z=1 
| 2х+у-2 = 2 

х + Зу – 22 = 1 
obtém-se: 
a) o sistema 
b) o sistema 
c) o sistema 
d) o sistema 
e) o sistema 

solução. 


impossível 


а. о. O © o 


indeterminado, com uma incógnita arbitrária, 


TD.254 (PUC-70) O sistema: ( 5х + Зу - 112 = 13 
4x - Бу +42 = 18 
9x - 2y -7z = 25 


a) só apresenta solução trivia! 

b) é possível e determinado não tendo solução trivial 
c) é possível e indeterminado 

d) é impossível 

e} nenhuma das anteriores 


TD.255 (МАСК-75) O sistema 2x + Зу = 4 
{ 2х+ау=4 
a) tem infinitas soluções qualquer que seja а: 
b) só tem solução se a = 3 
c) é impossível se a £3 
d) nunca é impossível 
e) tem solução única qualquer que seja a. 


TD.256 (CESCEA-70) O conjunto de todos os т para os quais о sistema 
mx +y=1 
4x + my = 2m 
não tem solução, é: 


а) (-2,0,2) Ы) (0,1,4,5) с) (-2,1) 
а) (-2, 2) е) (0,1,2) 


possível, determinado е admite uma única solução x = 1, у = 0, 2 = 0 


possível, porém indeterminado, com uma incógnita arbitrária 
possível, porém indeterminado, com duas incógnitas arbitrárias 
sendo (0, 1, 3) uma 
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TD.257 (PUC-70) O sistema de equações do 19 grau is -y-1  temsolucáo determinada se: 


ay -4х= 1 
а) a4 b) a É-2 ou +2 c) a0 
d) a1 e) nenhuma das respostas anteriores é correta. 


TD.258 (MACK-77) O lugar geométrico dos pares (x, y), soluções do sistema 


ax + 3y = 8 
3x + ay = 2(a- 1) 


a) uma reta sea - 3 b) uma reta se a = -3 
c) um único ponto se a = 3 d) um ünico ponto se a - -3 
e) não sei. 


TD.259 (CESCEM-76) O conjunto dos valores de (a; b) € IR? que tornam o a -2y=a 
-6x + 4y=b 
indeterminado é 


a) ((0;0)) b)ín-2) o (a; € 21 a - 2.) 


2 
d) (a; B) € IR? B = -20) e) Ø 
TD.260 (MACK-69) — O sistema | q by =6 
2x + бу = 1 


а) é impossível se a = 12 e b É-30 

b) é possível e determinado sea = 12 e b = -30 
с) é impossível se a 5 12 e b 55 -30 

d) é determinado sea = ¡e b = -30 

е) é indeterminado se a = 12 e b = -30 


TD.261 (FE 1-68) — Dado o sistema linear 


ах + 2у = 5 
3x- 2у = b 
tem-se: 
P: sea = -3, o sistema é sempre incompatível 
Q : se a % -3, о sistema é sempre determinado 
R : se b = -5, o sistema é sempre compatível 
Assinale: 


а) se P e Q são verdadeiras 
c) se P e R verdadeiras 
e) sẹ todas forem falsas 


b) se todas forem verdadeiras 
d) se Q e R verdadeiras 


TD.262 (PUC-74) O sistema: 
ax - 2y 1 
bx + 4y = 5 


tem solução determinada se e somente se: 


т 


a) as b) 2а £-b c) 2a%*b da+2b-0 


e) nenhuma das anteriores. 
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TD.263(CESCEA-72) Para que o sistema { ax By 
cx + by 


seja possível e determinado é suficiente que: 


аура-с30 b b#0 c)bla-c)5O d) ala- с) #0 e) não sei, 
TD.264 (GV-72) Assinale a afirmação verdadeira 


alfx+ y = 
! ( y 5 é possível e determinado 


x+y=6 
Ы) [ах + y = 2 2 e 2 
admite uma única solução para todo a real 
xtay-3 
2 


c)fax*y- 2 Lo 5 
admite uma única solução para todo a real 
-x + ау = 3 


ge: + by € admite uma infinidade de soluções para 2 - È # £ 


ax + by = с a bp q 
e) f 2х + 4у = 8 é im ível 
асуы possíve 


TD.265(FFCLUSP-69) É dado o sistema de equações lineares em x e y 


x+y=1 
У Зх + Убу = т 
3x + бу = m2 


Qual das desigualdades abaixo deve ser satisfeita рага т de tal forma que o sistema 
admita solução? 


а) -2<m<1 b) -1<т<3 cm>3 
d) m <-3 e) m2 25 


TD.266 (EAESP-GV-77) 
3x-2y=k 


x+ky=5 
uma das afirmações seguintes é correta. 


Dado o sistema E x+y=5 onde k é um número real, 


a) se к= 0, o sistema é indeterminado 

b) se k= 1 ou k= 15 o sistema é impossível 

c) se k É O o sistema é indeterminado 

d) se k 0 o sistema é impossível 

e) sek- 1 ou k= 150 sistema é determinado. 


х+у+2 = 1 
TD.267 (СЕЅСЕА-77) О sistema | 2х %2у + 22 = 2 ё: 
Зх + Зу + mz = 3 
а) possível е determinado рага т = 4 Ы) impossível para todo т 
с) impossível рага т = 3 
d) possível e indeterminado para todo т 
e) possível e determinado para m #3. 
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TD.268 |(CESGRANRIO-COMCITEC-73) Dado o sistema de equações TD.272 (ITA-70) Considere o sistema de equações algébricas lineares: 


rx+y+tz=1 Оху -X2 + хз = 0 
х+ту +2 = 1 ху - х2 + 2х3 = 0 
x+y+rz=-2 2x, +x2+x3=8B 
onde r é um número real, tem-se que: O sistema terá solugáo única se: 
a) o conjunto solução é finito e não vazio, para г = -2 а) B-0 e a=0 b)B-0 e «fo 
b) o conjunto solução contém uma infinidade de pontos do espaço para r= 1 c В #0 е а-о а В- а 
с) о conjunto solução é vazio рага г E 2 e) B e & forem números complexos conjugados 
d) o conjunto solução contém um único ponto do espaço para г +1 e r %-2 Б 
e) о conjunto solução é vazio, qualquer que seja г. TD.273(ITA-69) — Para que valores reais de a eb o seguinte sistema não admite solução? 
TD.269 [PUC--76) Os valores de k para que o sistema Зх + ay + 42 = 0 
х+у + 32 = -5 
x-z-1 2х - Зу +2 = Ь 
kx +у+ 32 = 0 а) a=-2eb=5 b) а> -2е6 #4 c а= -2е0 +5 
х + Ку + 32 = 1 4 а= Ы = 1 e) nenhuma das respostas anteriores 


tenha solução única, são: 
TD.274(PUC-73) Os valores de a e b, de modo que o sistema 


а) k#+1 екзе-3 
b)k%+1 екз--5 x + 2у +2z=a 
c) k* «1 ek-6 EXE 
d)  kEÉ*1 ek -2 2x + by - 62 = 1 seja indeterminado, são: 
e) k Z* 1 екз-4 al uide pu \ 
b) a=3eb=4 | 
TD.270 (G.V.-76) Seja S o sistema de equações simultâneas: c)a=2eb=1 
da-3eb-2 
em е) a=2 e b=3 
х-у-2= к 
руа К. х + 2у + тг = 2 
Т0.275 (GV-73) Seja о sistema x-y+z=1 então: 
У%32-п 


onde k é uma constante real. Então: 


* _ a) para todo valor де т і i г 
а) 5 possui uma solução somente para k = O й аа 


b) S possui infinitas soluções рага к É O 

c) S possui solução única qualquer que seja k real 

d) S não possui solução qualquer que seja k real 

e) Se x = y, então 2 = -k para qualquer valor de k real 


1 ^ 
b) т = 10 еп ж 3 ==> sistema possível e determinado 


1 А » ; 
c) m2 10en- 3 ==> sistema possível e indeterminado 


TD.271(MACK -75) A equação matricial d) m 5 10 ==> sistema impossível 


e) nenhuma das anteriores. 


1 1 -1 x 5 
4 1 1 у|-(2 TD.276 (CESCEM-73) Podemos afirmar que o sistema de equações lineares 
1 3 -1 2 k 


x - 2y + 32 = -4 
5x ~ 6y + 7z = -8 é: 
a) não admite solução qualquer que seja k 6x - 8y +pz=q 


і á ja k ; і 
Ы) admite solução qualquer que seja a) impossível, se p = 10 e q £-12 


c) admite solução somente se k = 4 b) possível e determinado, se q É -12 
а) admite solução somente se k = 8 c) indeterminado, se p É 10 
d) tal que só existe a solução trivial, se p = 10eq- -12 


e) admite solução somente se k = 12. 2 қ s 
e) possível e indeterminado, se p= 12e q= 10 
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TD.277 (ІТА-72) Qual é a relação que а, b е с devem satisfazer tal que o sistema abaixo tenha TD.281 (EAESP-FGV-77) O determinante da matriz incompleta associada a um sistema homo- 
pelo menos uma solução? géneo de n equações lineares a n incógnitas é nulo. Em vista desta informação podemos 


2 3 concluir que: 
х + 2у – 32 = а 


2х + бу - 112 = b а) о determinante da matriz completa é nulo 
х%2у%72-с b) o sistema é indeterminado 
c) osistema é determinado 
а) Ба = 2b-c b) ба = 2b +c d) osistema nào tem solucáo 
c) Ба 2b + с а) não existe relação entre а, Б, с е) о determinante да matriz completa é não nulo. 


e) nenhuma das respostas anteriores, 
TD.282 (CESGRANRIO-COMCITEC-73) Considere as seguintes afirmações sobre um sistema de 


TD.278 CESGRANRIO-COMCITEC-73) Considere o sistema 2 equações lineares homogêneas a 3 incógnitas: 
M iR а 1 — o sistema possui alguma solução diferente de (0, O, 0) 
2x1 + хә +x3=b 2 — se (x, y, z) e (x', y”, z’) são soluções, então (x + x', y + y", z + 2") também é solução 
5x2 -X3=€ 3 — se (x, y, 2) é solução e Aé um número real qualquer, então (Ах, Ay, Az) é solução 
Então: Tem-se que: 


a) as três afirmativas são falsas 


a) о sistema possui solução quaisquer que seja а, Б, с i ão fa 
b) apenas uma afirmativa é falsa 


b) o sistema possui solução apenas quando a = b = с = 9 


с) o sistema possui solução se е somente se 2a-b+c=0 с) apenas. uma afirmativa é verdadeira 
d) o sistema possui solução única quando a = b = с = 0 d) as três afirmativas são verdadeiras a | | 
е) as quatro afirmativas anteriores são falsas. e) um sistema de duas equações lineares a três incógnitas nunca é homogêneo 


) TD.283 (CESCEM-73) A matriz 
10.279 (FFCLUSP-87) — O sistema 


0 a b 
x + ay + а22 = a3 a 0 c 
x + by + b?z = b? -b -c 0 


2z = c3 : " 2 
x tcy + c^z- с tem determinante nulo e nenhum dos nümeros a, b ou c é zero. Entáo, pode-se garantir 


inad que o sistema linear homogéneo nas incógnitas (x, y, z) 
a) é sempre determinado 


b) é determinado рага. а 7 b, b Æc ay +bz=0 
c) é determinado para а Z b Fc Fa СЕ ОЧ 
d) é indeterminado рага a^ b + с Fa -bx - cy = 0 
e) nenhuma das respostas anteriores a 
TD.280(EESCUSP-67) — Seja o sistema: a) qualquer uma das equações é combinação linear das outras duas. 
; -b b) não existe solução para o sistema, 
ац х; E bs c) qualquer terna real (x, y, 2) é solução. 
am X1 + X2 «е d) а única solução ба trivial (x= 0, y = 0,z= 0). 
аз Хі + 832X2 + хз 7299 e) existe uma única solução não trivial. 
an, Xi +. + an, n-1Xn-1 + Хп = Dn TD.284 (GV-74) O sistema 2x-y+5z=0 é: 
| 3x-2y -z- 0 
Entáo o sistema admite бх -3y + 42 = 0 
a) sempre solução única a) impossível | 
b) nenhuma solução b) possível e indeterminado 
c) solução, somente se existe um número À tal que by = Aag с) possível е com solução x = -11, y = -17 е2 = 1 
d) solução, somente se ay 3-0 d) possível, e admite apenas a solução trivial, x= y =z=0 
e) solução somente seb/=0 e) nenhuma das respostas anteriores. 
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TD.285 (CESCEM-75) O sistema de equações: 


a) não tem solução 

b) admite uma única solução não trivial 
c) admite apenas a solução trivial 

d) admite infinitas soluções 

e) admite apenas soluções não triviais. 


TD.286 (UNICAMP-67) O sistema de equações lineares 
3x-2y- 6-0 
4x -8у-15-0 é 
12x - Ву - 24 = 0 


a) determinado b) impossível с) homogéneo 
d) indeterminado e) não tem solução no campo dos números reais 


TD.287 (ІТА-74) Seja a equação matricial 


1 4 5 x 0 
-1 7 У|-|9 
1 22 -11 z 0 


Podemos afirmar: 


а) а equação tem uma e somente uma solução 
b) a equação tem duas e somente duas soluções 
с) a equação tem trés e somente trés soluções 
d) а equação não tem solução, 

e) nenhuma das respostas anteriores. 


TD.288 (POL I-66) O sistema de equações: 


w + 1 =0 

x y 

2 + 3 =0 

x М 

E 

x y 2 
а) é impossível b) é indeterminado c) é possível e determinado 
d) só admite a solução nula e) nenhuma das respostas anteriores 


TD.289 (ITA-66) Consideremos o sistema de 2 equações nas 2 incógnitas x, y: 
x- у = kx 
-x + Бу = ky 
a) qualquer que seja o valor de k, o sistema tem solução diferente da solução x = O, 
y = 0. 
b) existe pelo menos um valor ае К para о qual o sistema tem solução diferente da 


solução x = 0, y = 0. 
с) para nenhum valor де k, o sistema tem solução diferente da solução x = 0, y = 0. 


Ш 
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TD.290 (CESGRANRIO-76) Sejam А, e А» os valores distintos de À para os quais a equação 


2 DAN fx 
6 29-9 
admite solução (x) + ISR Então, Ay +A, é 
a) -5 b) 4 c) 10 d) -6 e) 0 


TD.291 (FUVEST-77) А equação matricial 


БЕРЕР 


admite mais de uma solução se e somente se À = 


a) 0 b) tva c) +3 а) Ve e) tV/11 


TD.292 (МАСК-75) Os valores de а para que o sistema 


xt y+ 2-0 
x-ay + 2-0 
ах - у- 2-0 


admita soluções diferentes da trivial são 


ala=0 ea=1 ba--1ea-1 
cda=-1 е a=0 d) а= -1 e 
e) nenhuma das anteriores. 


TD.293 (CESCEA-69) Analise o sistema 


х + ау + рг + сг = 0 
х + аг + бу + сг = 0 
х taz + рг + су - 0 


e assinale qual das afirmações que seguem é verdadeira: 


a) indeterminado 
b) impossível 


с) a única solução é x = у = 2 = 0 


b с 
d) possível Ed, So au T 
P 9X2, Y 2, & 2 

e) determinado 


TD.294 (CESCEA-75) Os valores de m para os quais o sistema 


x= у% 2-0 
2x - 3y + 22-0 
4x + Зу + т2 = 0 


admite somente а solução х = 0, у = O, z = O são: 


a) т> 0 b) m «5 c) m-4 d) m 2-2 е) mz4 
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TD.295 |PUC-72) Os valores de k tais que о sistema homogéneo TD.300 (ІТА-72) Quais os valores de & de modo que o sistema 


xtyt22-0 (sen а - 1)х + 2y - (sen 092 = O 
x-ky + 2z=0 admite somente a solução trivial, são: (3 sen (ду + 42 = 0 admite soluções não triviais? 
kx-y-2=0 Зх + (7sena)y + 62 = 0 
а) kÆ#0 e kÆ-1 b k#1 e k-1 а) а = пт, n = 0, £1, £2, £3, ... 
с) к= 0 e к 2 d к51 е кж-2 i 
b а= пт +, п = 0, 11, +2, + 
e) k X2 e к+=-1 ) nT +, п = 0, t1, +2, £3, ... 
Му ей д q=nm+5,n=0,&1,t2,.. 
TD.296 (ITA-68) Seja b *Mtz-O0 d) não há valores de & 
yt 220 
O sistema acima terá solução não trivial para um certo conjunto de valores de À. Para e) nenhuma das respostas anteriores. 
que isto se verifique este conjunto é constituído: TD.301 (FFCLUSP-66) Para que o sistema 
a) apenas por números complexos não reais x+ у% 2-0 
b) apenas por números reais ax + by + cz=0 
с) apenas por nümeros racionais а2х + b?y + с22 = 0 
d) apenas рог números irracionais admita solução não trivial é suficiente que: 
e) apenas por números inteiros alas Бөшке codes 
TD.297 GV-70) Os valores de m para os quais o sistema linear homogêneo к m Ба Я 
(т + 6)х - 2y + 42 = 0 d а 0, Ь +0, с +0 
5x - 4my - 42 = 0 e) nenhuma das respostas anteriores. 
Зх-у+2 = 0 
admite soluções diferentes da trivial são: TD.302 (ITA-77) Seja Ki pi ne + "s = Y * ү! - Кзђг = 0 
2 - ki) + (k2 + Кз)у + k3 - kız = 0 
o PR ж ese] d бе? (ki - k2)x + (Кз - kay + (кз + k1) = 0 
e) nenhuma das respostas anteriores. um sistema homogêneo de equações lineares reais em x, y e 2. Com respeito ao sis- 


Mu Мо Мз tema acima podemos afirmar: 


TD.298 (ITA-76) Considere a matriz 3 X3, M = | Ma Мә Ma |. Sabendo que 
a) se kı Æ tkz, Кі Æ Кз е Кә Æ Кз então o sistema só admite solução trivial 


b) se к? + к? + к: = 0, então o sistema só admite solução trivial 
с) o sistema admite solução não trivial, se e somente se, k? + k2 + k2 = 0 


| Mu Мо Mya 2 0 é f 4 
Ma Ma Mz |" 16 [= [0 |, então, temos: d) se k; #0, k2 40 e Кз 40, então o sistema só admite solução trivial 
ШЕ Ma M» 4 0 e) nenhuma das respostas anteriores, 
a) det M é um número positivo то о TD.303 (ҒЕ!-66) A matriz 
b) Existe uma matriz P, 3 X 3, tal que: MP- |O 1 0 171 2 4 
с) Ma = -3M2 - 2М3 0 0 1! 0 1! 1 2 
d) se Мз; = ЗМ: + 2Mz;, então Мру É 0 3 0 3 6 
e) nenhuma das respostas anteriores. о о 90.9 
i : tem característica 
TD.299 (FFCLUSP-69) Para qual dos seguintes valores de & o sistema inear em x, y € 2: 
( 4 9 а) 1 b) 2 c) 3 d) 4 
x+y+z=0 e) nenhuma das respostas anteriores. 
(cos a + sen Ойу + (2 7. -0 1 3 1 2 4 
(cos @}у + (cosa - sen 0)2 = 0 ; 
А TD.304 (PUC-73) А característica da matriz: М = ME Ab E. é: 
admite soluções não triviais? 144 0 2 
57 pese ms di E d Sm 424 2 6 
а) oy Ы 74 a 8 8 a) 4 b) 3 с) 1 d) о е) 2 
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TD.305 (EESCUSP-66) Se as linhas de uma matriz são combinações lineares, de p delas, a sua 
característica é: 


a) p+1 b) p с) <p d) Zp е) 2р + 1 


TD.306 (МАСК-75) Se пита matriz А de terceira ordem todas as sub-matrizes de segunda 


ordem têm determinante nulo, então: 

a) a característica da matriz A pode ser 3 R ESPOS T 

b) a característica da matriz A pode ser 2 А 
с) а característica da matriz А pode ser 1 


d) todos os elementos da matriz А são nulos 
e) a matriz А 6 inversível, 


TD.307 [EPUSP-65) Sendo nulos todos os menores de 22 ordem de uma matriz de 42 ordem. 


a) o determinante da matriz é nulo 


b) o determinante não é necessariamente nulo, mas são nulos todos os menores de TD.1 c TD.36 d TD.71c TD.106b 
38 ordem | тр.2 d TD.37d TD.72e TD.107 

с) pode existir um menor de 32 ordem não nulo TD3 e TD.38a TD.73b osk 
d) a característica da matriz é dois тра b TD.39 d TOJE TD.108b 
e) nenhuma das respostas anteriores. TD5 е TD.40a TD.75a ed 
| | ; TD6 b TD.41a TD.76c 1D.111d 

TD.308 (POLI-67) Sendo a, b, c, d quatro números diferentes e não nulos, o número de me- TD. а, е TD.42c TD.77a T k 
nores de 2? ordem, não nulos que podem ser extraidos da matriz TD.8 b TDA3a т.а Ке НЕЕ 
i wb лел TD.9 d TD.44d TD.795 тр.л1ас 
0 b 4 d TD.10c TD.45d TD.80d TD.115a 
0 2 b c «|е TD.11b TD.46 с TD.81b TD.116c 
0 аз p c dg TD.12e TD.47a TD.82b TD.117b 
due b с аё TD.13d TD.48a TD.83c TD.118b 
a) 60 b) 76 (c) 84 d) 100 xis Чыр TD.84b TD.119b 
е) пепһита das respostas anteriores. . ? TD.85d TD.120c 
ea TD.51b TD.86b TD.121d 
TD.309 (EPUSP-68) Seja S um sistema linear homogêneo, com 3 equações e 3 incógnitas x, y Doo oa 2501 т0.1226 
е 2. Seja Т о sistema obtido acrescentando а 5 uma nova equação ах + by + cz = 0. TD.19b 1D.54c ea TD.123b 
a) a característica de S pode ser maior que a de T TD.20c TD.55a TD.90c 1р. 
Ы) o sistema Т pode ser incompatível TD.21b TD.56d TD.91e TD.126a 
с) o sistema T pode ser indeterminado TD.22b TD.57e TD.92b TD.127b 
d) a nova equação é sempre combinação linear das outras três Тр.23е TD.58c TD.93a TD.128d 
e) nenhuma das respostas anteriores. TD.24b TD.59b TD.94e TD.129a 
TD.25e TD.60 d TD.95a TD.130a 
TD.310 (FEI-67) Um sistema linear homogéneo de três equações e três incógnitas admite como TD.26d TD.61b TD.96e TD.131a 
soluções os ternos (1, 3, 5) e (2, 4, 5), mas não o terno (1, 1, 1). A característica TD.27d TD.62a TD.97a TD.132c 
do sistema é: TD.28b TD.63e TD.98e TD.133e 
2) 20 b) 1 diva а) 3 TD.29d TD.64b TD.99 e TD.134d 
e) nenhuma das respostas anteriores. T0305 TD a 10-100c TD.135b 
TD.31d TD.66c TD.101b TD.136a 
TD.32e TD.67 d TD.102d TD.137a 
TD.33a TD.68 b TD.103c TD.138e 
TD.34b TD.69a TD.104b TD.139b 
TD.35 с TD.70 c TD.105e TD.140e 
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TD.141d 
TD.142a 
TD.143a 
TD.144d 
TD.145d 
TD.146c 
TD.147d 
TD.148b 
TD.149b 
TD.150d 
TD.151b 
TD.152b 
TD.153e 
TD.154e 
TD.155c 
TD.156e 
TD.157b 
TD.158b 
TD.159e 
TD.160b 
TD.161b 
TD.162b 
TD.163d 
TD.164a 
TD.165d 
TD.166c 
TD.167a 

TD.168e 
TD.169e 

TD.170b 
TD.171e 

TD.172b 
TD.173b 
TD.174a 

TD.175a 

TD.176a 

TD.177b 
TD.178c 

TD.179d 
TD.180d 
TD.181a 

TD.182a 

TD.183d 
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TD.184a 
TD.185c 
TD.186a 
TD.187e 
TD.188b 
TD.189c 
TD.190d 
TD.191d 
TD.192a 
TD.193c 
TD.194e 
TD.195b 
TD.196a 
TD.197e 
TD.198a 
TD.199 b 
TD.200c 
TD.201d 
TD.202c 
TD.203c 
TD.204e 
TD.205b 
TD.206 c 
TD.207d 
TD.208b 
TD.209e 
TD.210b 
TD.211c 
TD.212b 
TD.213a 
TD.214a 
TD.215a 
TD.216d 
TD.217 b 
TD.218c 
TD.219c 
TD.220e 
TD.221c 
TD.222a 
TD.223d 
TD.224c 
TD.225d 
TD.226b 


TD.227a 
TD.228c 
TD.229d 
TD.230d 
TD.231c 
TD.232a 
TD.233c 
TD.234c 
TD.235a 
TD.236c 
TD.237e 
TD.238d 
TD.239 d 
TD.240d 
TD.241c 
TD.242b 
TD.243e 
TD.244d 
TD.245b 
TD.246c 
TD.247 с 
TD.248c 
TD.249b 
TD.250d 
TD.251c 
TD.252c 
TD.253c 
TD.254d 
TD.255d 
TD.256d 
TD.257 с 
TD.258b 
TD.259 d 
TD.260e 
TD.261d 
TD.262b 
TD.263 c 
TD.264 с 
TD.265 b 
TD.266 e 
TD.267 d 
TD.268 d 
TD.269 e 


TD.270c 
TD.271e 
TD.272b 
TD.273c 
TD.274b 
TD.275c 
TD.276a 
TD.277d 
TD.278c 
TD.279c 
TD.280c 
TD.281b 
TD.282d 
TD.283a 
TD.284b 
TD.285 d 
TD.286a 
TD.287e 
TD.288a 
TD.289 a 
TD.290b 
TD.291e 
TD.292c 
TD.293a 
TD.294e 
TD.295a 
TD.296b 
TD.297e 
TD.298 с 
TD.299e 
TD.300d 
TD.301a 
TD.302 d 
TD.303b 
TD.304b 
TD.305c 
TD.306c 
TD.307a 
TD.308b 
TD.309 d 
TD.310c 


